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ADVERTENCIA

Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacion es combatir el sexismo y la discriminacion de género en la sociedad ecuatoriana y promover,
a través del sistema educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no
reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad con esta practica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales
como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de los profesores), etc. Sélo en los casos en que tales expresiones no
existan, se usard la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo femenino como masculino. Esta practica
comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espariola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos razones: (a) en
espariol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley linguistica de la
economia expresiva> para asi evitar el abultamiento grafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y
los, os/as y otras formulas que buscan visibilizar la presencia de ambos sexos.



Estelibro detexto quetienes en tus manos es unaherramientamuy importante
para que puedas desarrollar 1o0s aprendizajes de lamejor manera. Un libro de
texto no debe ser la Unica fuente de investigacion y de descubrimiento, pero
siempre es un buen aliado que te permite descubrir por ti mismo la maravilla
de aprender.

El Ministerio de Educacion ha realizado un ajuste curricular que busca
mejores oportunidades de aprendizaje para todos los estudiantes del pais
en el marco de un proyecto que propicia su desarrollo personal pleno y su
integracion en una sociedad guiada por los principios del Buen Vivir, la
participacion democréticay la convivencia armonica.

Para acompafiar la puesta en marcha de este proyecto educativo, hemos
preparado varios materiales acordes con la edad y |os afios de escolaridad.
Los nifios y nifias de primer grado recibirdn un texto que integra cuentos y
actividades apropiadas para su edad y que ayudaran a desarrollar el curriculo
integrador disefiado para este subnivel de la Educacion General Bésica. En
adelante y hasta concluir el Bachillerato General Unificado, los estudiantes
recibiran textos que contribuirén al desarrollo de los aprendizajes de las areas
de Ciencias Naturales, Ciencias Sociales, Lenguay Literatura, Matematicay
Lengua Extranjera-Inglés.

Ademas, esimportante que sepas que |os docentes recibiran guias didacticas
que les facilitaran enriquecer los procesos de ensefianza y aprendizaje a
partir del contenido del texto de los estudiantes, permitiendo desarrollar los
procesos de investigacion y de aprendizaje méas alladel aula.

Este material debe constituirse en un apoyo a procesos de ensefianza y
aprendizaje que, para cumplir con su meta, han de ser guiados por los
docentes y protagonizados por |os estudiantes.

Esperamos que esta aventura del conocimiento sea un buen camino para
alcanzar el Buen Vivir.

Ministerio de Educacion

2016



Presentacion

Matemdtica 2 BGU ahora mismo es una pdgina en blanco que, como td, posee un infinito potencial.

Te presentamosdr S, el nuevo proyecto de Editorial Don Bosco que hemos disefiado para impulsar
lo mejor de ti y qué te acompanard en tu recorrido por el conocimiento.

QIWS;
Fomenta un aprendizaje prdctico y funcional que te ayudard a desarrollar destrezas con criterios de
desempeno.
Propone una educacién abierta al mundo, que se integra en un entorno innovador y tecnoldgico.
Apuesta por una educacion que atiende a la diversidad.

Refuerza la inteligencia emocional.

Refleja los propdsitos del Ministerio de Educaciéon que estdn plasmados en el curriculo nacional
vigente.

Deja aoflorar la expresividad de tus retos.

Incorpora Edibosco Interactiva, la llave de acceso a un mundo de recursos digitales, flexibles e
infegrados para que des forma a la educacién del futuro.

Es sensible a la justicia social para lograr un mundo mejor.

Matemdtica 2 BGU te presenta los contenidos de forma clara e interesante. Sus secciones te involucro-
rdn en proyectos, reflexiones y actividades que te incentivardn a construir y fortalecer tu propio aprendi-
zaje. Las ilustraciones, fotografias, enlaces a paginas web y demas propuestas pedagdgicas facilitardn
y clarificardn la adquisicion de nuevos conocimientos.

Conocimientos previos ~
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Bienvenidos (10)
Pendiente de una recta dados dos Rectas paralelas
puntos Rectas perpendiculares
Ecuacién de una recta que pasa Sistemnas de ecuaciones lineales
por dos puntos Métodos de resolucién para Siste-
Grdfica de una ecuacion que pasa mas de ecuaciones lineales
por dos puntos Funciones Cuadrdticas
Ecuacién de una recta (punto - Método de factorizacién
pendiente) Férmula General Cuadrdtica
Ecuacién de una recta (punto - in-
terseccion)




:
Funciones .

Objetivos

* Producir, comunicar y generalizar informacién de ma-
nera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o tecnoldgica
mediante la aplicacién de conocimientos matemati-
cos y el manejo organizado, responsable y honesto de
las fuentes de datos para comprender otras discipli-
nas, entender las necesidades y potencialidades de
nuestro pais y fomar decisiones con responsabilidad
social.

la capacidad de interpretacion y soluciéon de situacio-
nes problematicas del medio.

Valorar el empleo de las TIC para realizar cdlculos
y resolver, de manera razonada y critica, problemas
de la realidad nacional, argumentado la pertinencia
de los métodos utilizados y juzgando la validez de los
resultados.

Desarrollar estrategias individuales y grupales que per-
mitan un cdlculo mental, escrito, exacto o estimado y

Algebra y funciones (16 - 55)

1. Funcién 3.
1.1. Concepto de funcién
1.2. Propiedades de las funciones
1.3. Funcién sobreyectiva
1.4. Funcién biyectiva
1.5. Operaciones con funciones
1.6. Funcion Inversa

2. Progresiones aritméticas 4.

Progresiones geométricas

3.1. Término general de una progre-
sién geométrica

3.2. Suma de los n términos de una
progresidn geométrica

3.3. Producto de los n términos de
una progresion geométrica

Intermediarios financieros

Funciones Trigonomeétricas

Objetivos

©  Proponer soluciones creativas a situaciones con-
cretas de la realidad nacional y mundial median-
te la aplicacién de las operaciones bdsicas de los
diferenfes conjuntos numéricos, el uso de modelos
funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y
métodos formales y no formales de razonamiento
matemdtico que lleven ajuzgar con responsabilidad

la validez de procedimientos y los resulfados en un
contexto.

«  Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de
herramientas matemdticas al momento de enfrentar
y solucionar problemas de la realidad nacional de-
mostrando actitudes de orden, perseverancia y cao-
pacidades de investigacion.

Algebra y funciones (60 - 87)

2. Las funciones trigonométricas 2.9. Comparacion gréfica de las

2.1. Grdfica de la curva trigonomé- funciones coseno y secante

Geometria y medida (58 - 59)
1. Medida de dngulo

1.1. Medidas en el Sistema
Internacional

1.2. Equivalencia entfre grados y
radianes

trica seno

2.2. Grdfica de la curva frigonomé-
frica coseno

2.3. Grdfica de la curva frigonomé-
frica tangente

2.4, Grdfica de la curva frigonomé-
frica cosecante

2.5. Grdfica de la curva frigonomé-
frica secante

2.6. Grdfica de la curva frigonomé-
frica cotangente

2.7. Relaciéon grdfica de las funcio-
nes seno y cosecante

2.8. Comparaciéon de las caracte-
risticas de las funciones seno y
cosecanfe

2.10.Comparacién de las caracte-
risticas de las funciones coseno
y secanfe

2.11. Comparacién gréfica de las fun-
ciones tangente y cotangente

2.12.Comparacién de las caracteris-
ticas de las funciones fangente
y cotangente

Uso de las TIC para graficar funcio-

nes (Calculadora Grafica Desmos)

3.1. Transformaciones e inferpreta-
cién de funciones

Prohibida su reproduccién
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Derivadas de funciones reales

Objetivos

Proponer soluciones creativas a situaciones con-
cretas de la realidad nacional y mundial median-
te la aplicacion de las operaciones bdsicas de los
diferentes conjuntos numéricos, el uso de modelos
funcionales, algoritmos apropiados, estrategias y
métodos formales y no formales de razonamiento
matemdtico que lleven a juzgar con responsabili-
dad la validez de procedimientos y los resulfados
en un contexto.

Producir, comunicar y generalizar informacién
de manera escrita, verbal, simbdlica, grdfica y/o

tecnolégica mediante la aplicacién de conoci-
mientos matemdticos y el manejo organizado, res-
ponsable y honesto de las fuentes de datos para
comprender otras disciplinas, entender las necesi-
dades y potencialidades de nuestro pais y tomar
decisiones con responsabilidad social.

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso
de herramienfas matemdticas al momento de
enfrentar y solucionar problemas de la realidad
nacional demostrando actitudes de orden, perse-
verancia y capacidades de investigacion.

Algebra y funciones (90 - 127)
1. Limite y derivadas

¢ La idea intuitiva de limite - Esti-

maciéon numérica
¢ Cociente incremental

Derivada de una funcién - nota-
ciones - definicién

Cdlculo de la derivada de una
funcién mediante la definicion
de limites.

La derivada y algunas de sus
reglas bdsicas en funciones
polinomiales.

Interpretacion fisica del cociente
incremental (velocidad media).
Interpretacién  fisica del co-
ciente incremental (velocidad
instantdnea)

Interpretaciéon geométrica de la
primera derivada

La derivada de funciones polino-

miales utilizando TIC

Derivada de una funcién racional
mediante la definicion de limites.

La derivada de funciones racionales
utilizando TIC

Segunda derivada de funciones
polinémicas.

Inferpretacion fisica de la segunda
derivda (aceleracién media)
Interpretacion fisica de la segunda
derivda (aceleracién instantdnea)
Monotonia de funciones polinomiales
de grado <4

Andlisis de intervalos (crecientes, de-
crecientes, y constantes)

Mdaximos y minimos de una funcién

o

Vectores en R?

Objetivos

Producir, comunicar y generalizar informacién de
manera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o tec-
nolégica mediante la aplicacién de conocimientos
matemdticos y el manejo organizado, responsable
y honesto de las fuentes de datos para comprender
otfras disciplinas, enfender las necesidades y poten-
cialidades de nuestro pais y tomar decisiones con

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de
herramientas matemdticas al momento de enfrentar
y solucionar problemas de la realidad nacional de-
mostrando actitudes de orden, perseverancia y co-
pacidades de investigacion.

responsabilidad social.

Geometria y medida (130 - 159)

1. Vectores en R?

1.1. Producto escalar entre dos vec-

tores

1.3.

14.
1.5.
1.6.
1.7.
18.
18.

2.

21

22.

Producto escalar de un vector
por si mismo

Propiedades del producto es-
calar

Vectores perpendiculares
Vectores paralelos

El uso de las TIC y los vectores
Norma de un vector

Distancia entre dos puntos
Angulo entre dos vectores
Ecuacidnes
Ecuacidéncartesianadelarecta
(Forma explicita)

Ecuacién de la recta en la for-
ma paramétrica.

Contenidos e ¢ ¢ o 0o 0 0 0000000000000 e 000000000 0e 0000000000000 0ec00000s 000000 e &

12.

2.3. Ecuacién de la recta en la for-
ma vectorial.

2.4, Transformacién de la forma
explicita a las formas po-
ramétrica y vectorial

2.5, Ecuacién de una recta para-
lela a una recta conocida

2.6. Ecuacién de una recta per-
pendicular a una recta co-
nocida

2.7. Ecuacién de una recta per-
pendicular a una recta co-
nocida con vectores

2.8. Cdlculo de la distancia entre
dos puntos con vectores




Geometria y medida (162 - 193)

1.

Objetivos

Producir, comunicar y generalizar informacién de ma-
nera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o tecnolégica
mediante la aplicacién de conocimientos matemdti-
cos y el manejo organizado, responsable y honesto de
las fuentes de datfos para comprender otras disciplinas,
entender las necesidades y potencialidades de nues-
tro pais y tomar decisiones con responsabilidad social.

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el uso de
herramientas matemadticas al momento de enfrentar
y solucionar problemas de la realidad nacional de-
mostrando actitudes de orden, perseverancia y ca-
pacidades de investigacion.

La circunferencia

1.1. Ecuaciéon candnica de la cir-
cunferencia con centro en el
origen

3.

1.2. Ecuacién candnica de la cir-
cunferencia con centro en
(h, k)

La elipse

2.]. Ecuacién candnica de la elipse
con centro (0, 0) y eje focal x

2.2. Ecuacion candnica de la elipse
con centro (0, 0) y eje focal y

2.3. Ecuacion candnica de la elipse
con centro (h, k) y eje de sime-
tria paralelo al eje x

2.4. Ecuacion candnica de la elipse
con centro (h, k) y eje de sime-
tria paralelo al eje y

La pardbola

3.1. Ecuacién candnica de la pard-
bola con Vvértice (0, 0) y eje de

32.

33.

34.

simetria x

Ecuacién candnica de la pardbola
con vértice (0, 0) y eje de simetria y
Ecuacién candnica de la pardbola
con vértice (0, 0) y eje de simetria x
Ecuacién candnica de la pardbola
con vértice (h, k) y eje focal paralelo
alejey.

La hipérbola

41,

42

43.

44,

Ecuacién candnica de la hipérbola
con centro (0, 0) y eje focal a x
Ecuacién candnica de la hipérbola
con vértice (0, 0) y eje focal ay
Ecuacién candnica de la hipérbola
con vértice (h)k) y eje focal a x
Ecuacién candnica de la hipérbola
con vértice (h,k) y eje focal ay

Objetivos

Estadistica y probabilidad

Producir, comunicar y generalizar informacién de
manera escrita, verbal, simbdlica, grdfica y/o tec-
nolégica mediante la aplicacién de conocimientos
matemdticos y el manejo organizado, responsable
y honesto de las fuentes de datos para comprender
ofras disciplinas, entender las necesidades y poten-
cialidades de nuestro pais y fomar decisiones con

Valorar sobre la base de un pensamiento critico,
creativo, reflexivo y légico la vinculacién de los co-
nocimientos matemadticos con los de otfras disciplinas
cientificas y los saberes ancestrales para plantear
soluciones a problemas de la realidad y contribuir al
desarrollo del entorno social, natural y cultural.

responsabilidad social.

o © © © 0 0 0 0 0 000 0000000000000 0000000000000 0000000000000 000000 00 &

Estadistica y probabilidad (196 - 225)

1.

La estadistica

1.1. La recoleccién de datfos y su
interpretacion

1.2. Tabla de frecuencia para da-
tos no agrupados

1.3. Medidas de tendencia cen-
tral para datos no agrupados

1.4. Media aritmética

1.5. Mediana

1.6. Moda

1.7. Desviacién media para do-
tos no agrupados (DM)

1.8. La Varianza para dafos no
agrupados ( 62)

1.9. Desviacion tipica para datos

no agrupados (o)
1.10.Medidas de tendencia cen-
fral para datos agrupados
1.11. Media aritmética para datos
agrupados

1.12.Mediana para datos agrupa-
dos (Me)

1.13.Moda para datos agrupados
(Mo)

Experimentos aleatorios

2.1. Espacio muestral

2.2. Operaciones con sucesos

2.3. Probabilidad

2.4. Probabilidad condicionada

2.5. Teorema de Bayes

T,

Prohibida su reproduccién
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Graficar y analizar el dominio, el recorrido, la monotonia, ceros, extremos y paridad de las diferentes funciones
reales (funcién afin atrozos, funcién potencia entera negativa con n=-1, -2, funcién raiz cuadrada, funcién valor
absoluto de la funcién afin) utilizando TIC.

Realizar la composicidn de funciones reales analizando las caracteristicas de la funcién resultante (dominio,
recorrido, monotonia, méaximos, minimos, paridad).

Resolver (con o sin el uso de la tecnologia) problemas o situaciones reales o hipotéticas con el empleo de la
modelizacién con funciones reales (funcidn afin a frozos, funcién pofencia entera negativa con n=-1, -2, funcién
raiz cuadrada, funcién valor absoluto de la funcidén afin), identificando las variables significativas presentes y las
relaciones entre ellas; juzgar la pertinencia y validez de los resultados obtenidos.

Reconocer funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas para calcular la funcién inversa (de funciones biyec-
fivas) comprobando con la composicién de funciones.

Resolver y plantear aplicaciones de la composicién de funciones reales en problemas reales o hipotéticos.

Realizar las operaciones de adicién y producto entre funciones reales, y el producto de nimeros reales por
funciones reales aplicando propiedades de los nimeros reales.

Resolver ecuaciones que se pueden reducir a ecuaciones de segundo grado con una incégnita.

Resolver (con o sin el uso de la tecnologia) problemas o situaciones reales o hipotéticas que pueden ser mode-
lizados con funciones cuadrdticas idenfificando las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas;
juzgar la pertinencia y validez de los resulfados obtenidos.

Calcular de manera intuitiva el limite cuando h = 0 de una funcién cuadrdtica con el uso de calculadora como
una distancia entre dos nimero reales.

Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones cuadrdticas a partir del cociente incremental.

Interpretar de manera geométrica (pendiente de la secante) y fisica el cociente incremental (velocidad media)
de funciones cuadrdticas con apoyo de las TIC.

Interpretar de manera geométrica vy fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, velocidad instantd-
nea) de funciones cuadrdticas con apoyo de las TIC.

Inferpretar de manera fisica la segunda derivada (aceleracidon media, aceleraciéon instanténea) de una fun-
cién cuadrdtica con apoyo de las TIC (calculadora gréfica, software, applets).

Resolver y plantear problemas reales o hipotéticos que pueden ser modelizados con derivadas de funciones
cuadrdticas identificando las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas, juzgando la pertinen-
ciay validez de los resultados obtenidos.

Interpretar de manera geométrica vy fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, velocidad instantd-
nea) de funciones polinomiales de grado < 4 con apoyo de las TIC.

Interpretar de manera fisica la segunda derivada (aceleracion media, aceleraciéon instantdnea) de una fun-
cién polinomial de grado < 4 para analizar la monotonia, determinar los maximos y minimos de estas funciones
y graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora gréfica, software, applets).

Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean
polinomios de grado < 2 para analizar la monotonia, determinar los maximos y minimos de estas funciones y
graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora gréfica, software, applets).

Resolver aplicaciones reales o hipotéticas con ayuda de las derivadas de funciones polinomiales de grado <4y
de funciones racionales cuyos numeradores y denominadores sean polinomios de grado < 2y juzgar la validez
y pertinencia de los resultados obtenidos.

Identificar sucesiones numéricas reales, sucesiones mondtonas y sucesiones definidas por recurrencia a partir
de las férmulas que las definen.

Reconocer y calcular uno o varios parédmetros de una progresion (aritmética o geométrica) conocidos otros
pardmetros.

Aplicar los conocimientos sobre progresiones aritméticas, progresiones geométricas y sumas parciales finitas de
sucesiones numeéricas para resolver aplicaciones en general y de manera especial en el dmbito financiero de
las sucesiones numéricas reales.

Resolver ejercicios numéricos y problemas con la aplicacién de las progresiones aritméticas, geométricas y
sumas parciales finitas de sucesiones numéricas.

Reconocer las aplicaciones de las sucesiones numeéricas reales en el dmbito financiero y resolver problemas,
juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del contexto del problema.

Emplear progresiones aritméticas, geométricas y sumas parciales fintas de sucesiones numéricas en el plantea-
miento y resolucion de problemas de diferentes dmbitos.

Realizar las operaciones de suma y multiplicacion entre sucesiones numeéricas reales y la multiplicacion de
escalares por sucesiones numéricas reales aplicando las propiedades de los nimeros reales.

|dentificar sucesiones convergentes y calcular el limite de la sucesion.

Definir las funciones seno, coseno y fangente a partir de las relaciones figonométricas en el circulo frigonomé-
frico (unidad) e identificar sus respectivas graficas a partir del andlisis de sus caracteristicas particulares.




Reconocer y graficar funciones periédicas determinando el periodo y amplitud de las mismas, su dominio y
recorrido, monotonia, paridad.

Reconocer las funciones frigonométricas (seno, coseno, tangente, secante, cosecante y cotangente), sus pro-
piedades y las relaciones existentes entre estas funciones y representarlas de manera gréfica con apoyo de las
TIC (calculadora grdéfica, software, applets).

Reconocer y resolver (con apoyo de las TIC) aplicaciones, problemas o situaciones reales o hipotéticas que
pueden ser modelizados con funciones frigonométricas identificando las variables significativas presentes y las
relaciones entre ellas y juzgar la validez y perfinencia de los resultados obtenidos.

Graficar vectores en el plano (coordenadas) identificando sus caracteristicas: direccidn, sentido y longitud o norma.
Calcular la longitud o norma (aplicando el Teorema de Pitdgoras) para establecer la igualdad entfre dos vectores.

Sumar, restar vectores y multiplicar un escalar por un vector de forma geométrica y de forma analitica aplican-
do propiedades de los nimeros reales y de los vectores en el plano.

Resolver y plantear problemas de aplicaciones geométricas vy fisicas (posicidn, velocidad, aceleracién, fuerza,
entre otras) de los vectores en el plano e interpretar y juzgar la validez de las soluciones obtenidas dentro del
confexto del problema.

Calcular el producto escalar entre dos vectores y la norma de un vector para determinar distancia entre dos
puntos Ay B en R2 como la norma del vector AB.

Escribir y reconocer la ecuacion vectorial y paramétrica de una recta a partir de un punto de la recta y un vec-
tor direccién o a partir de dos puntos de la recta.

|dentificar la pendiente de una recta a partir de la ecuacién vectorial de la recta para escribir la ecuacion
cartesiana de la recta y la ecuacion general de la recta.

Determinar la posicién relativa de dos rectas en R2 (rectas paralelas, que se cortan, perpendiculares) en la
resolucion de problemas (por ejemplo: frayectoria de aviones o de barcos para determinar si se inferceptan).

Calcular la distancia de un punto P a una recta (como la longitud del vector formado por el punto Py la pro-
yeccidn perpendicular del punto en la recta P, utilizando la condicién de ortogonalidad del vector direccién
de larectay el vector PP ) en la resolucién de problemas (distancia entre dos rectas paralelas).

Determinar la ecuaciéon de la recta bisectriz de un dngulo como aplicacién de la distancia de un punto a una
recta.

Resolver y plantear aplicaciones de la ecuacion vectorial, paramétrica y cartesiana de la recta con apoyo de
las TIC.

Aplicar el producto escalar entfre dos vectores, la norma de un vector, la distancia entre dos puntos, el dngulo
entre dos vectores y la proyeccidén ortogonal de un vector sobre otro para resolver problemas geométricos, rea-
les o hipotéticos en R2.

Describir la circunferencia, la pardbola, la elipse y la hipérbola como lugares geométricos en el plano.

Escribir y reconocer las ecuaciones cartesianas de la circunferencia, de la pardbola, la elipse y la hipérbola
con centro en el origen y con centro fuera del origen para resolver y plantear problemas (por ejemplo en fisica:
orbitas planetarias, firo parabdlico, etc.) identificando la validez y pertinencia de los resulfados obtenidos.

Resolver y plantear problemas de aplicacion de las medidas de tendencia central y de dispersion para datos
agrupados con apoyo de las TIC.

Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas de aplicacion de las medidas de tendencia
cenfral y de dispersién para datos agrupados dentro del contexto del problema, con apoyo de las TIC.

Calcular e interpretar el coeficiente de variacién de un conjunto de datos (agrupados y no agrupados).

Reconocer los experimentos y eventos en un problema de texto y aplicar el concepto de probabilidad y los
axiomas de probabilidad en la resolucién de problemas.

Determinar la probabilidad empirica de un evento repitiendo el experimento aleatorio tantas veces como sea
posible (80, 100.... veces) con apoyo de las TIC.

Realizar operaciones con sucesos: union, inferseccion, diferencia y complemento, leyes de De Morgan en la
resoluciéon de problemas.

Aplicar los métodos de conteo: permutaciones, combinaciones para determinar la probabilidad de eventos
simples y a partir de ellos la probabilidad de eventos compuestos en la resoluciéon de problemas.

Reconocer experimentos en los que se requiere utilizar la probabilidad condicionada mediante el andilisis de la
dependencia de los eventos involucrados y calcular la probabilidad de un evento sujeto a varias condiciones
aplicando el teorema de Bayes en la resolucién de problemas.

Reconocer variables aleatorias discretas cuyo recorrido es un conjunto discreto en ejemplos numéricos y expe-
rimentos y la distribuciéon de probabilidad para una variable aleatoria discreta como una funcién real a partir
del cdlculo de probabilidades acumuladas definidas bajo ciertas condiciones dadas.

Calcular e inferpretar la media, la varianza y la desviaciéon estdndar de una variable aleatoria discreta.

Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas que involucren el frabajo con probabilidades y
variables aleatforias discretas dentro del contexto del problema.

Fuente: hitp://goo.gl/zMymHY (Ministerio de Educacién del Ecuador 2016).
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Conocimientos previos

CONTENIDOS:

Pendiente de una recta dados
dos puntos

Ecuacion de una recta que pasa
por dos puntos

Grdfica de una ecuacidon que
pasa por dos punfos

Ecuacién de una recta (punto -
pendiente)

Ecuacién de una recta (punto -
interseccion)

Rectas paralelas
Rectas perpendiculares
Sisternas de ecuaciones lineales

Métodos de resolucién para Sis-
temas de ecuaciones lineales

Funciones cuadrdticas
Método de factorizacion
Férmula general cuadrdtica
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REPASO Y REVISION DE CONTENIDOS

D Ecuaciones lineales

1. Sean los puntos, determina el valor de la pen-
diente.

a.(-2,7)y (1,8)
b.(2,6) vy (59)

c.(-4,4) vy (2,-8)
da@G,-)y (2,0

e. (3 Z) 2 Z)
5% y( 4%
f. 7 5 1
(74) v (5:-5%)

2. Determina la ecuacién de la recta en forma ge-
neral, que pasa a través de los puntos.

a.(0,2) y (6,0)
b.(-2,-2) y (-6,0)

o (F0)r(3-3)
d (-4,0) y (0,12)

e. (? - 10) y (-8,19)
f.(0,4) y (2,-10)

3. Considerando las siguientes grdficas, establece Ia
ecuacién de la recta.

5 y
0,3
3,0 !
>
-5 5
-5
5‘3’
X
= >

4, Segun los elementos que describen a una rectaq,
determina la ecuaciéon de la misma.

a. Punto (5,17) y pendienfe = 4
b. Puntos (-3, 0) vy (0, -3)
c.m =-5einterseccién con elejey = -2

d.m =4y Punto (3, 7).

e m=-2ypP(25)

f. N(-2,5) ym=%

5. Escribe la ecuacién de las rectas ay b.

A
¥

(3]

14, 4)

g

a L2

6. Escribe, en cada caso, la ecuacion de la recta
que pasa por Py tiene pendiente m:

5
c. P(-3,1), m=—

a P(4,-3),m=4 2

1
b. P(0,2), m=-—  d P(0,0)m=-1

7. Determina la ecuacién de las siguientes rectas:

}’A ay

-
T
B
v

A e

8. Una recta pasa por el punto A (-1, 3) y por el punto
P (2, 5). Escribe su ecuacién punto pendiente.

L |

9. Halla la ecuacién de la recta que pasa por los

puntos A (-2,3) y B (4, 2)
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10. Considerando las siguientes ecuaciones determi-
na el valor de la pendiente, interseccion.

a.5x+4y=2

b. 5x+4 y=2

C. 2x+3y+7=0
d-y+2x-12=0

D Lineas Paralelas y Perpendiculares

11. ¢ Cudles son las caracteristicas de las representa-
ciones graficas de las lineas paralelas? (Y de las
perpendiculares?

12. ¢ Cudl es la relacién de las pendientes en las lineas
paralelas? Y en las lineas perpendiculares?

13. Identifica ¢ Cudl de los siguientes pares de rectas
son lineas paralelas? Y, ¢cudles son lineas perpen-
diculares? O Ninguno.

a.x+3y=20; x+3y=-2
b.2x+y=2;x+2y=-3
C.-4x+3y=19;3x+4y=-2
d-9x-3y=-1; x+3y=-1

14. Demuestra que los siguientes puntos pertenecen
a la misma recta, utilizando el cdiculo de las pen-
dientes.

a.(0,-12),(6,0),(14,20)
b.(30,6),(0-6),(15,0)
c.(-5,0),(0,-3),(-30,15)

15.A contfinuacidon se presentan ejercicios que vin-
culan las propiedades de las rectas paralelas y
perpendiculares. Analiza el enunciado propuesto
y resuelve los siguientes ejercicios.

a. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el
punto (0, -4) y que es paralela a la recta que
fiene por ecuacién 3x + 5y =-15

b. Determina la ecuacion de la recta que pasa a
fravés del punto (-3, 1) y que es perpendicular
a la recta que tiene por ecuacion 2x + 4y =7

c. Halla la ecuacién de la recta que pasa por
el punto (3, -3) y es perpendicular a la recta
cuya ecuacién es: 3x-y=-12

d. Determina la ecuacién de la recta de tal mao-
nera que pase por el punto de interseccién
enfrelasrectas:x+y =2 con4x-y=3yque
sea perpendicular a la segunda recta mencio-
nada.

e. Determina la pendiente que se obtiene entre los
puntos de interseccién de las rectas 5x + 3y = 2;
3x -2y =5 con la inferseccion rectas x - 2y = 2;
4x -y =1.

16.Hallar una recta paralela y ofra perpendicular
ar=x+2y+ 3 =0, gue pasen por el punto
A(3, 5).

17.Calcula k para que lasrectasr=x+ 2y-3=0vy
s=x-ky + 4 = 0, sean paralelas y perpendicu-
lares.

18.Hallar la ecuacién de la recta que pasa por

19.Calcula unarecta paralela alarector=y =-2x+ 1
que pase por el punto (4, -1)

20.Calcula  una recta paralela a la recta
r=y =% X+ 2 que pase por el punto (-2, 1)

21.Calcula una recta que sea paralela alarectar =
3x + 2y - 7 =0 que pase por el punto (0, -3)

22.Calculalarectaparalelaalarectoar=x—y+4=0
que pasa por el punto (-2, 1).

23.Compruebasilasrectar =2x-3y-1=0y la
recta s = -6x 4+ 9y - 5 = 0 son paralelas

24.Entre estas rectas, ¢cudl no es paralela a las otras
dos?
4

_4 .6
Y=3 775

s=3x-4y+2=0

r

t=8x-6y-3=0

25.Compruebasilarectar=x-2y +9 ylarectas que
pasa por los puntos (-1, -2) y (7, 2), son paralelas.

26.Comprueba si las rectas r: que pasa por los puntos
(2,-3)y (4, 7) y s. que pasa por los puntos (-1, -4) y
(5, 2), son paralelas



D Sistemas de ecuaciones lineales

27.Analiza las siguientes preguntas y subraya la res-
puesta correcta segun corresponda.

3x -6y =11

a. El tipo de soluciones que se obtiene es:

a) Al resolver el sistema { x-2y=3

* Inconsistente

* Soluciones infinitas
* Solucién Unica

* No tfiene solucién

b. Para un sistema compatible determinado, las rec-
tas que se obtienen al graficar son:

* Coincidentes

* Secantes

* Infersecantes

* No infersecantes

c. Al despejar la variable "y", en la primera y segun-

x+y= 10
da ecuacién del sistema
X-y= 2

se obtiene, respectivamente:
cy=10-x;y=2-Xx
cy=10+xy=-2-x
cy=-10+xy=2-Xx
cy=-x+10;y=-2+x

d. El conjunto solucién del sistema

3x+2y =7

{ 2x + 5y =12
es:

*(1;2)

*(-1;2)

*(1-2)

(1)

e. Aplicando el método de igualaciéon e igualan-
do la variable y para el sistema

x+y=5
{3x+y=11

resulta:
°e5-x=11+43x
e 5+x=11+3x
e -5-x=11-3x
e5-x =11-3x

. En el siguiente sistema de ecuaciones:

x-2y=3
3x-6y=11

despejando X en la primera ecuacién resulta:

ex=-2y +3
ex =-2y -3
ex= 3y +2
ex =2y+ 3

. Aplicando el método de igualacién e igualando

la variable x para el sistema

X+ 4y=9
X+ 2y =5, la expresion que resulta es :

*9+4y=5+2y

°*9-4y=5-2y
°-9-4y=5+2x
*4-9y=15-2y

. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones son verda-

deras para el sistema de ecuaciones?
2x-y=4
x+3y=7
El gréfico del sistema muestra dos rectas paralelas.

El gréfico del sistema muestra una sola recta

El gréfico del sistema muestra dos rectas que se
infersecan en el primer cuadrante.

El grdfico del sistema muestra dos rectas que se
infersecan en el cuarto cuadrante,

i. Alresolver el sisfema de ecuaciones

-X+y=6C
X +y =3c en funcién de c la respuesta es:
X=-—¢Cc ; y=-—c
X=—C ; y=-—c¢C
X = iC —gc
257 YT
X=—C ; y=—cC
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28.Resuelve por sustitucion, igualacién, reduccion y b.

grdficamente los sistemas: PR
_ xty _
OI{2x+3y—1 o S =x-1
3x+4y=0
X-y _ 9+
2 - y +1 s+
Z Solucién
X+3y s sf (5Y)
29.Halla las soluciones del sistemal 2 ! T 21
3x-y=>5y 21
x+3y=5 12 56789 X
30.Resuelve 2 z i
4- 2x-y 1
2
31.Resuelve x+2y=7 c
4x -3y =-2 ' 4
Solucion
xy)
R A T (23
; 2 3 8 (2;-3)
32.Resuelve el sistema: 1
i + y= 1 61T
3 sl
4._
33.Halla las soluciones el sistema: 31
24
x+1 y-1 T
—_— =0 — .
3 + 2 9.8 7 -
x+2y x+y+2 -1
3 4
34.Al resolver el sistema: 2x +y=-1
3x +2y=0
Utilizando el método grdfico, resultard:
d. A
Y
a.
AY 9}
8T Solucién
Al xy)
1 ] (2:3)
1 Solucién ;
5T (X; Y) 1
6 T -2:3 —_—
g 31 ( ) 987-65432-1/123456789 X
Bt Vo
& 4L
2 X
ke
2 2T
5 3T




35.La solucién grdfica a continuacién, a cudl siste- 37. Determina el vértice de las siguientes funciones.

ma de ecuaciones lineales pertenece.
a fix- f(x)=2x*-4x+6

A

Y

b.f:x- f(x)=-x*+3x-6

c.fix- f(x)=x*-4

d fix— f(x)=4x*- 16x

38. Considerando las siguientes grdficas, determina
98-7-654321]123/hA567809 X la ecuacién correspondiente.,

a.  5x-2y=29
2x- 3y= 4

b. 5x+2y=29
2x-3y =-4

c.  5x+2y=29

2x- 3y= 4 >
>
d 5x+2y=-9
2x+y= -4
» Funcién Cuadrdtica
36. Factoriza las siguientes expresiones cuadrdticas:
a.x%-9
b. x?- 25y?
X >
c.x*-2x+1

d. x>+ 16x + 64

e. x%- 8x

0.5,-12.25

f. - 4x?% - 16x

151

Q) x*+8x+7
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Funciones

CONTENIDOS:

1. Funcién
1.1. Concepto de funcién
1.2. Propiedades de las funciones
1.3. Funcién sobreyectiva
1.4. Funcién biyectiva
1.5. Operaciones con funciones
1.6. Funcion Inversa
Progresiones aritméticas
Progresiones geométricas
3.1. Término general de una progresién geométrica
3.2. Suma de los n términos de una progresion geomeétrica
3.3. Producto de los n términos de una progresidon geométrica
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Noticia

El consejo directivo del Observatorio Europeo
Austral ha aprobado la construccion del telesco-
pio éptico mds grande del mundo. El proyecto
planea instaurarse en el cerro Amazones, al norte
de Chile.

Consulta la noticia en el siguiente enlace:
http://goo.gl/LdHsQ5

Web

La observacién y las herramientas matemdticas
han sido la base para poder evolucionar en
el conocimiento de las distinfas ramas de
las ciencias. En el siguiente documento se
explica cémo Aristarco de Samos y su obra
contribuyeron a la determinacién del tamano
del Sol y de la Luna, y las distancias que les
separa de la Tierra.

http://links.edebe.com/cww

http://goo.gl/n17z37

EN CONTEXTO

a. Lee la noficia anterior y responde:

¢Qué es un exoplaneta? (A qué distan-
cia se encuentran los tfres exoplanetas
mds cercanos ad la Tierra?

Habrds observado que las distancias es-
té&n expresadas en anos-luz, pero ¢es esta
magnitud realmente una magnitud de
longitud? Averigua cdémo se define afo-
luz, por qué se utiliza en las distancias
muy grandes y su equivalencia con el
metro.

b. Lee con detenimiento cémo en la época
de Aristarco se determind la distancia de
la Tierra a la Luna.

* ;Qué herramientas y relaciones mate-
mdticas utilizaron que ya conocias?

* ;Qué nuevas relaciones se propusieron
para poder efectuar estas mediciones?

* (Qué es lo que sigue siendo confuso
respecto a las mediciones llevadas a
cabo?
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|. FUNCION

1.1. Concepto de funcion

En las actividades de nuestro diario vivir, nos encontramos
frente a diferentes situaciones tales como cancelar el valor
de compra de nuestros viveres, que depende de la canti-
dad de articulos que compramos; o que el valor a pagar
del recorrido en taxi dependerd de la distancia del vigje; o
el costo de realizar una llamada telefénica dependerd de
factores como la duracién, la regidon o el pais donde nos
vamos a comunicar.

http://goo.gl/WJZ0bz

En fodas las circunstancias mencionadas se concibe una re-
lacion de correspondencia en la que intervienen nimeros.

Sin embargo, hay situaciones en las cuales las relaciones
de dependencia no vinculan un valor numeérico, como por
ejemplo, la asignaciéon del lugar de destino de viaje a cada
pasajero, o el sector de sufragio de cada ciudadano.

Llamamos funcidon f del conjunto A en el conjunto B a
una relacién de dependencia en la que a cada ele-
mento x de A le corresponde un Unico elemento y de B.

ppo2\\doo AN NLIBHING

Se simboliza mediante la notacion:
f:A-B

xey=fX

Ademds, una de las no-
taciones mds utilizadas

es: y=f(®

Que se lee «y es igual a f
de x», esta notacion no sig-
nifica «f mulfiplicado por
X», SINO que es una Mmanera
de indicar que y correspon-
de ax.

https://goo.gl/njlpsg
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Expresion analitica de una funcion

Al conjunto A se le llama conjunto de salida y al conjunto B,
conjunto de llegada.

Si un elemento x del conjunto A se corresponde con un ele-
mento y del conjunfo B, decimos que y es la imagen de x
por la funcién f, o que x es una anfimagen de y por la fun-
cion f.

En la figura se representa una

funcidnmediante diagramas de
Venn.

Observa que todos los elementos

de A tienen una Unica imagen,

pero que no todos los elemenfos  m Fig. 1.

de B han de tener antiimagen, ni esta ha de ser Unica.

Una funcidn se puede interpretar mediante una expresion
matemdtica que permite calcular las imdgenes de los ele-
mentos del conjunto de salida y las antimdagenes de los ele-
mentos del conjunto de llegada.

Esta expresion matemdtica se convierte en una «férmula»
que se deriva del lenguaje algebraico; por ejemplo, con-
siderando la situacién de funcidn en los nimeros reales, al
asignar a cada numero real el triple del cuadrado de un
numero aumentado en 5. Es posible definir la funcion.

fR-R
X f(x) =3x*-5
Cdlculo de imagenes
En la funcion anterior f:x+ f (x) =3x*-5

Para calcular la imagen respectiva de cualquier elemento
x del conjunto de salida, basta con sustituir el valor conside-
rado para x.

Six=-1; f(-1)=3(-1)>-5=-2
Asi, -2 eslaimagende -1.

Escribiremos: f (-1)=-2

1. Considerando las siguientes funciones, calcula sus respectivas
imdgenes para x = -1; x = 0; x = 1;x=%;x=\/5
a fix-=f(x)=4x* 42
b. g :x—-gx)=-2x* +2
c. h :x->h(x)=v2-2x?

5

/y

Y TAVBEN: |22

Lenguaje matemdtico

Las funciones suelen repre-
sentarse por las lefras f, g, h...

Y TAVBEN: 121

Variable independiente
y variable dependiente

En la expresion:
y=fx
* A x se le llama variable in-
dependiente.
* Ay sele llama variable de-
pendiente.

Prohibida su reproduccion
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https://goo.gl/x8JvyG

Gottfried W. Leibniz

Matemdtico alemdn (1646-
1716).

Miembro  fundador, entre
otras, de la Academia de
Ciencias de Berlin. A él se
debe el término funcién, asi
como buena parte de la
notacién que hoy en dia uti-
lizamos en el estudio de las
funciones.

http://www.biografiasyvidas.com/
biografia/l/leibniz.htm

Cdlculo de antiimagenes

Para calcular la antiimagen o las antiimdgenes de cualquier

elemento y del conjunto de llegada, debemos reemplazar,

esta vez, el valor considerado para y.

e e e — -

En lafuncién: f:x = f(x) = 3x?-5, Siy = 4, tenemos que:

4=3x*-5 Reemplazamos dey =4
9 = 3x? Transponemos - 5
% =x? Dividimos para 3.
9 _
[
+V3 =x

Luego - V3 y V3 son las antimdagenes de 4
Escribiremos: f1 (4)={-V3,V3}

e e ——

Escribimos la expresion ana-
litica de la funcidn f que
asigna a cada ndmero real
el friple de su cuadrado, dis-
minuido en una unidad.

e Calculomos laimagen de
1 por f.

e Calculamos las antiimdge-
nes de - 4 por f.

La expresidon analitica de la

funcién es: f(x) = 3x?- 1.

e Para calcular la imagen
de x =1 sustituimos x por
1 en la expresién analitica
de f:f(1)=3x1%-1=2

e Para calcular las antimd-
genes de y = -4 debemos
sustituir y =f (x ) por - 4 y
despejar x en la expresion
f(x) =3x%- 1.

Se fiene:

4 =3x% -1 =2 3x* = -3
=>x2 = -1>= |x| =V1
>x=1v-1 ¢R

Luego, - 4 no fiene ninguna
anfimagen real. Escribire-

mos: f1(-4) =0

2. Sean las funciones siguientes, determina las antimdgenes

para-1,0,1,+/2.

a. fix-=>f(x)=2x* -2

b. f:x=f(x)= \/3—7 - 4x?



Ejemplo 3

Ejemplo 4

Grdfica de una funcién

Dada una funcién f, se dice que el dominio de f son to-
dos aqguellos valores de x para los cuales estd definida la
funciéon. Por tanto para cada elemento de x que pertene-
ce a ese dominio, podemos considerar al par (X, y), donde
y = f(x). Se simboliza como: D(f)

Observa los ejes de coordenadas de la figura. Representa-
mMos en el eje de abscisas el conjunto de valores de x, y en el
eje de ordenadas, el conjunto de valores de y = f(x).

La grdfica de una funcion f es la representacion en
unos ejes de coordenadas de todos los pares de la for-
ma (%, f( x)). siendo x un elemento del dominio de f.

En la préctica, no es posible representar todos los pares
(%, f(x)). ya que, en general, son infinitos. Por ello, se suelen
representar unos cuantos puntos significativos y trazar el res-
to de la grafica segun las propiedades de la funcién.

Representamos graficamente la funcién f:x - f(x) =2x — 1.

Construimos una tabla con varios pares de valores:

X 01 2 Y
y=f®|[-113 2
(% f(9) | (0-1); (1,1); (2,3) 2
1
Al representar estos pares de valores en 3 2 1 T 2 3

unos ejes de coordenadas, se obtienen -1
puntos alineados

Asimismo, la grdfica de una funcién permite hallar faciimente sus
imdgenes y antiimdagenes.

N

Sea f la funcién representada en la figura. Hallemos:

a.Laimagenpor fdex=—-2yx=2.

YA
b. Las anfimdgenes por fdey=—1ey=1.
EEEEE .4__ _____
Resolvemos: 2
a. Los puntos de la grdfica de albscisas —2

y 2 tienen ordenada 4. Luego:

f(2)=4;f(2)=4

b. No existe ningun punto de la grafica
de ordenada —1, mientras que hay
dos puntos de ordenada 1 cuyas abs-
cisas son —1y 1. Luego:

N
1
T

N Y

iD= i) = -1,

v

M Fig. 2.

EEICETAR

Al representar grdficamente
una funcidén no siempre se
obtiene un trazo continuo. En
estos casos debemos indicar
si los puntos donde el tfrazo se
inferrumpe pertenecen o no
a la grdfica.

Observa:

M Fig. 3.

Los puntfos senalados con el
simbolo @ pertenecen a la
grdfica de la funcién.

Los puntfos senalados con el
simbolo () no pertenecen a
la gréfica de la funcién.,

4

3. Representa  grdficamente
las siguientes funciones:

a fix=>fx) =-2
b. fix=>f(x)=-2x+5

c. fix=>fx=x*-2x-3

v

Prohibida su reproduccion
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X

La siguiente grafica no repre-
senfa ninguna funcidn, pues-
to que a un elemento del do-
minio le corresponde
mds de una imagen.
A

Y

Y-—== 1
1
1

i
i

W Fig. 4.

Una grdfica representa una
funcién si y sélo si cualquier
recta vertical corta a la gr&-
fica, como mdximo, en un
punto.

-1 0 3

f(x) 0 1 2
xf(x) (-1,0) (01) [ (32)

Prohibida su reproduccion

M Tabla 1.

Determinacion grdafica del dominio y el recorrido

Dada una funcién f, se dice que su recorrido son fodos los
valores definidos de "y" para los cuales le corresponde, a
cada uno de ellos, un valor de x determinado que pertene-

ce a su dominio. Se simboliza como: R (f)

Para determinar el dominio y el recorrido de una funcién a
partir de su grafica, nos fijaremos en todos los pares de nu-
meros reales de la forma (x, y) representados.

* Un ndmero real x = a es del dominio de una funcién si y
sélo si la recta vertical x = a corta a la grafica en un punto.

* Un ndmero real y = b es del recorrido de una funcion si
y sélo si la recta horizontal y = b corta a la grdfica en al
menos un punto.

Hallar el dominio y el recorrido de la funcidon f:x—=f(x) =vx+1y \
represéntala graficamente.,

e Determinemos el dominio y el recorrido a partir de la grdfica y
comprueba que coinciden con los hallados previamente.

Para que la imagen de x por la funcién fsea un nimero real, es ne-
cesario que el radicando sea positivo o cero, es decir, x + 1 = 0. Por
tanto, el dominio es:

D(f)=[-1 )
Sélo son imdgenes por la funcidén los ndmeros reales positivos o cero,
es decir, y = 0. Por tanto, el recorrido es:

R(f) =0, +e)

Para representar gréficamente la funcién, construimos una tabla
con unos cuantos pares de valores:

»

Al representar estos pares de
valores en unos ejes de coor-
denadas, obtenemos diversos
puntos del plano situados sobre
un arco de pardbola.

Observa que una recta vertical 2 -
X = a corta a la gréficasia > -1,
y una recta horizontal y = b cor-
ta ala grdficasib = 0. Luego, el
dominioy el recorrido coinciden
con los hallados previamente.

3 4 5 6X

H
»'—ah\(\l\aw«:k
v

4 »
4, Determina el dominio y el recorrido de cada una de las funciones siguientes a partir de su grafica
A A A A
Y Y Y Y
h
3 3 3 3
/ L
2 2
/ f\ 1 1
> > >

_n

w N =
&
&
!

@.-\,/
5
no

o}
w N
w




1.2. Tipos de funciones

Veamos a confinuacién algunas caracteristicas de las fun-
ciones que podemos extraer a partir de la observacion de
su grdfica.

Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Observa en la figura 5 las grdficas de g: x - g(x) =x* y
h: x - h(x) = 2x:

— Podemos trazar al menos una recta horizontal sobre la
grdfica de la funcién g que la intercepte en mdas de un
punto.

Asi, si consideramos la recta horizontal y = 4, vemos que
existen dos elementos diferentes del dominio de g, x = -2
y X = 2, que tienen la misma imagen, g (x ) = 4.

— Cualqguier recta horizontal que tracemos sobre la grdfica
de la funcién h la intercepta como mdximo en un punto.

Asi, sea cual sea la recta horizontal que consideremos,
vemos que no existen elementos diferentes del dominio
de h que tengan la misma imagen.

Una funcion f: A = B es inyectiva si dos elementos distinfos
cualesquiera de su dominio tienen imagenes distintas por
f. es decir, si se cumple:

VX, X,EAX #X,= f(x) #* f(x,)

Luego h es inyectiva, mientras que g no lo es.

Considera de nuevo las funciones representadas en la figura 5:

— El recorrido de g es el conjunto de los nUmeros reales ma-
yores o iguales que cero, es decir, R (g) = [0, + ).

— El recorrido de h es el conjunto de todos los nimeros rea-
les, es decir, R (h) = R.

Una funcién f: A - Bes sobreyectiva si su recorrido coin-
cide con el conjunto de llegada B:

R(f)=B

Observa en la figura 5 que, si la funcién es sobreyectiva,
cualquier recta horizontal que consideremos corta a la gré-
fica al menos en un punto.

Asi, h es sobreyectiva, mientras que g no lo es.

Una funcion es biyectiva si es a la vez inyectiva y
sobreyectiva.

\
(0)e]

h (x)=2x

'
NI SNNNEESENNEENEEEE.

IND oo e ot - e

v

TGRSR S . —

® Fig. 5.

cién
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Y Andlisis de la tabla de valores

Es un conjunto de valores registrados en una tabla, los mis-
mos que determinan la relacién entre dos conjunfos o mds,

pero que, de manera usual para el estudio de las funciones,
utilizaremos Unicamente tres columnas de dafos.

v

0 s x Recordando el principio de inyectividad, tenemos que:
Six, #x, entonces f (x)# f (x,),Vx,x,€D(f)

Es decir, al tomar dos valores diferenfes de la columna x

W Fig. 6. (conjunto de partida) registrados en la tabla, los valores res-
pectivos que se obtienen segun la columna (y = 4x + 5), sus

X | f(xX)=4x+5 x, f(x)
. . ) respectivas imdgenes deben ser diferentes.

-1 1 (-11) Asi enfonces podemos determinar si una funciéon es inyecti-

5 0,5) va de forma numeérica.
1 9 (1,9
: : Segun los datos de la tabla para la funcién y = 4x + 5, pode-
m Tabla 1. mos observar que, al considerar los valores para x, las imda-
= Tabla de valores de Ia funcidn genes obtenidas son diferentes:
y=4x+5
G =1 f(0)=5yque f(1)=6
A
y
Por lo que se verifica que la funcién correspondiente es
inyectiva.
SN Mientras que al analizar los valores de la funcién y = x?,
observamos que: f(-2)=4; f(0)=0yque f(2)=4
» Lasimdgenes parax =-2yx =2 son iguales, por lo que se
0 X
puede concluir que la funcién y = x* no es inyectiva.
W Fig. 7.
4
5. Verifica si las siguientes funciones son inyectivas, utilizando el

IAPOY

X f®=x &f)

. . . andlisis algebraico, grafico y de tabla de valores.
-2 4 (-2,4)

1
o gx-gl)=5x+ = O fixof(x)=x+1
5 0 0 (0,0) 2
S 2 4 (2,4)
- o fixofX) =446 o fix—f()=4x-1
2 H Tabla 2.

= Tabla de valores de la funcidn ¢ h:x=>h(x) =Vx-3 fo fix=f(x)=3x-2

— 2
y=X \

2
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1.3. Funcién sobreyectiva
Andlisis algebraico

Una funcién f:A = B es sobreyectiva si cada elementfo de
B es imagen de algun elemento del dominio. Es decir, f es
sobreyectiva si Rec (f) = B; Rec equivale a recorrido.

Debemos tomar en cuenta ademds que la funcién
fR—R ;x> f(x), tiene como dominio y codominio los nu-
meros reales.

Si tenemos la funcién f : x B f(x)=- x+7, determinamos si es
sobreyectiva.

Xx=-y+7 Se resuelve para x

|
|
|
y=-x+7 Funcién Dato |
|
|
Se tiene que el recorrido de f : x = f(x) = R, por ende, la funcién |

Andlisis de la tabla de valores

Revisando las tablas respectivas para las funciones:
fR=R f:A»R ; ACR

x P f(x)=x y x = f(x)=Vx

En la primera tabla que aparece, observamos que todos
los valores del casillero de las imagenes pertenecen al con-
junto de llegada, por lo que se determina que la funciéon es
sobreyectiva.

En cambio, en la segunda tabla si se revisan los valores, es
posible observar que para los valores negativos de x, las
imdagenes respectivas no se encuentran definidas.

Por lo tanto, la funcion f : x = f(x)=4/x No es sobreyectiva.
Andlisis grafico en diagrama sagital
Una funcién f X - Y es una funcidn sobreyectiva si:

Im(f) =Y

Esto significa que todo elemento y € Y es laimagen de al
menos un elemento x € A . Es decir, el recorrido de f coin-
cide con el conjunto de llegada.

X Y =1Im (f)

| T Leef(xy)
° f(x,)
— ° f(x,)
® f(x,)

M Fig. 8.

X f®=x xf®)

(' 1-'1)

1
0 0 (0,0)
1 1 (1,1)
2 8 (2,8)
M Tabla 3.

= Tabla de valores de la funcidon
y=x'

X f=Vx &fX)

-1 no def. | no def.

0 0 (0,0)
1 1 (1,1
2 1,4142 (2,1.4)
3 1,732 (3,1.7)
M Tabla 4.

= Tabla de valores de la funcidon

y=vx

Prohibida su reproduccion



Andlisis Grdafico

Graficamente, podemos defterminar si una funcidn es sobreyectiva cuando al determi-
nar el recorrido de forma grafica, este debe coincidir con el conjunto de llegada en la
funcién propuesta.

Si consideramos la funcion: f: R-> R, x - f(x)=x*+ 2
Observamos que el conjunto inicial de f es R, ademds que el conjunto de llegada de f es: R.

En la grdfica de la funcién f definida por f : x = f(x)=x*+ 2, al determinar el recorrido de
manera grafica, tenemos que la imagen de la funcion f es [2, o).

De modo gque podemos concluir que el recorrido de la funcidn no coincide con el conjunto
final de f; entonces concluiremos que: f(x) = x*+ 2 no es sobreyectiva.

Ahora bien, analizando la gréfica de la funcidon f: R = R, x — f(x) = x3, podemos concluir
rapidamente que la funcién es sobreyectiva, debido a que el conjunto del recorrido coinci-
de con el conjunto final.

Grdfica de la funcion Grdfica de la funcion
A
Y
) 3 :X
5 0 3 X > 5
H Fig. 9. f:RoR M Fig. 10. f:RoR
XPy=x*+2 XxPy=x3
Rec (f) = [2, +oo[ Rec (f) =R
f no es sobreyectiva f si es sobreyectiva

4

v

6. Analiza la inyectividad y sobreyectividad de las funciones f: R = R, ufilizando los métodos alge-
braico, grafico y de andlisis de valores.

a. fixe f(x) =4x3-2 b. fixe f(x)=Vx+4 c. f:xn—>f(x)=—4x+%

Prohibida su reproduccion
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1.4. Funcién biyectiva

Si una funcién f es sobreyectiva y a la vez inyectiva, entonces es biyectiva.

Dadala funcién f: R R, x = f(x) = 3x - 2, determinemos si es biyectiva.

Andlisis algebraico Andlisis numérico Andlisis grafico
3x,-2=3x, -2 x | fe= 3x-2 .
3%, -2+ 2 =3x, : G
3x, = 3x, -1 -

0 -2 [
> % 1 1 T ¥
3 3 2

X1 = X2 s

Por lo tanto f es inyectiva | Las imdgenes obtenidas | Se observa que el recorri-
son diferentes, por lo tanto | do coincide con el con-
f es inyectiva. junto de salida, ademds es

inyectiva.

W Tabla b Y

Segun el andlisis, podemos concluir que la funcidén es biyectiva.

Si una funcién no es inyectiva, no es necesario analizar su sobreyectividad para determinar
si es biyectiva, o fambién, si no es sobreyectiva fampoco serd necesario verificar la inyectivi-
dad para determinar su biyectividad.

Una funcién no biyectiva puede ser inyectiva o sobreyectiva, o bien, ninguna de las dos.

4

|

I 7. Dadas las funciones, realiza la representacion grafica y defermina si son biyectivas analizando el
i criterio algebraico, numérico y grdfico.

|

I af:Re»R b. f:R»R c. f:A»R,ACR

|

| x - f(x) =-5x*+ 10 x- f(x)= -3x-4 X f(X)=Vx+5+2

Prohibida su reproduccion



1.5. Operaciones con funciones

En el conjunto de las funciones reales de variable real, podemos definir diversas operaciones.

0
o
o
£
o
i

Adicién
La funcidn suma de fy g es la funcion que

asigna a cada ndmero real x la suma de las
imdagenes por la funcién fy por la funcion g:

frg:x->(f+8) ()=f()+gX

Multiplicacion
La funcién producto de fy g es la funcion
que asigna a cada numero real x el produc-
to de las imagenes por la funcion fy por la
funcion g:

frgix=>(8 =1 gx)

Sustraccién

La funcioén diferencia de f y g es la funcion
que asigna a cada numero real x la diferen-
cia de las imagenes por la funciéon fy por la
funcion g:

f-8:x->(f-8X)=fX-8KX
Divisién
La funcién cociente de f y g es la funcidon
que asigna a cada numero real x el cocien-
te de las imagenes por la funcion fy por la
funcion g:

f f
J 5L

_f®
g —>g(x)

g

;g(x)#0

M Tabla 6

e -

Dadas las siguientes funciones: h: x = h(x)= -x*+ 2x + 3; g: x = g(x)= 4x?- 5x + 2. Calculemos: a. g + h;

b.(g+h)(2);c.g-h;d (g-h)(-3)

a. g+h:x»(g+h)x) =gx) +hXx)
=4x*-5x+ 2 + (- x*+ 2x + 3)
=3x*-3x+5
=3x%-3x+5

Reemplazamos las funcioneshy g
Resolvemos los paréntesis y reducimos términos.
Expresion resultante.

b. Ahora es posible hallar el valor numérico de (g + h) (2)

g+h:x» (g+h)(2)=3(2)%-3(2)+5
=12-6+5
=11

C. Mediante un proceso andlogo, tendremos:
g-h:xw(g-h) (x) =gXx) -h(x)
=4x*-5x+ 2 - (-x*+ 2x + 3)
=4x*-5x+ 2 +x%-2x-3
=5x%-7x-1
=5x?-7x-1

d. Calculamos el valor numérico.

Reemplazamos x = 2
Resolvemos la potencia, el producto y la suma
Encontramos el valor numérico respectivo

Reemplazamos las funciones hy g

Reducimos términos.

Expresion resultante.

Prohibida su reproduccion

Reemplazamos x = -3
Resolvemos la potencia, el producto y la suma

g-h:x» (g-h)(-3) =5(-3)%-7(-3) -1
=65

Encontramos el valor numérico respectivo !



S

o Dadas las siguientes funciones: f: x »f(x)=Vx*-x,; g x—gXx)= 4 Calcular

O

e o (F b Feorxis(f- oL i g Lo (L
g o f-gixnf 9 000 fgixnf-8) @ic Lixm (L)wa Lix (D)

a frgixe(fg)®

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
=(Vx%-x) - <\/Z;> Reemplazamos las funciones fy g |
|
|
|

Ju3 o 2
=YX 1 X Expresion resultante i
b. Valor numéricode (f-g) (4) i
43 - 42 |
= < 4 7 4 > Reemplazamos x = 4 i
[ |
= (%) Resolvemos las potencias. |
|
—_— |
= <# > Resolvemos la diferencia. i
|
|
= <%3—> Simplificamos el radical |
|
|
= V3 Simplificando la fraccién |
|
|
|
c i X (i> x) |
g g !
_Ux%-x Reemplazamos las funciones fy g i
|
gi( Realizamos el producto de medios y extremos |
|
_ AVxi-x Simplificamos la expresion l
VX |
=44x-1 |
|
d. Calculamos el valor numérico. |
for |
i = (E) 2)= 4V(2)-1 Reemplazamos las funciones fy g !
|
i
= 41 Resolvemos la potencia v la diferencia |
|
=4 |
|
|
//

8. Dadas las siguientes funciones: h:x~ h(x)=-Vx; g:x— g(x) = 4+ % ; fixe f(x) = 5x2- %

|
| !
| 8
i suponiendo que f(x) # 0 A g(x) # 0. Calcula. E
| Q
i h h- e
i A h+g c.h+2g eh+2g 9.7 i <Tg>(2) 2
i 8
| .
! h h-g | £
| b.h-g df+g+h f.g+f h.T j <—+h>(4) !

|

|



Dominio resultante de las operaciones con funciones

Cuando se combinan las funciones a través de las operaciones indicadas anteriormente, se
producen nuevas funciones cuyo dominio también es diferente para el inicial en cada uno de
las funciones, debido que al combinarse una funcién con otra, el dominio resultante serd Ia
interseccidén de los dominios de las funciones que intervienen en la operacion.,

Asi enfonces, segun la tabla:

Operacién Dominio
Adicion | (f +g)(®)=f () + 8() Dom (f + g) = Dom (f) N Dom(g)
Diferencia | (f - g)(x) = f () + g(x) Dom (f- g) = Dom (f) N Dom (g)
Producto | (f-g)(®)=f (¥) - g(®) Dom(f- g) = Dom (f) N Dom(g)
Cociente (i) x) = J&) D (i): D - -
g g(x) om {5 )=bom (f) N Dom (g) - {x € R/g(x) = 0}
B Tabla 7
1. Dadas las funciones: f:xe f(x)=V(x-2); g:x+ g(x)= " _ll_ 3
Dominio de f
Sea f(x)=Vx-2
Por la propiedad de los radicales tenemos:
x-2=20 porloquex=>2
Entonces :
Dom (f) =[2; «)
Determinamos el dominio de g
Sea g (x)= " -il— 3
Por la propiedad de las fracciones tenemos:
x+3#0 porloquex#-3
Entonces :
Dom (g) = (-;-3)U(-3; =)
5 < o >
TR 1 >+ oo
8 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
M Fig. 11. Dom (f) N Dom (g)= [2;00). g
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Composicion de funciones

Podemos definir otra operacion, diferente a las antferiores, llamada composicion de
funciones.

Considera las funciones f(x)=x+ 3y g(x) =x?- 1, y un nimero real, por ejemplo, x = 2. Pode-
mos calcular laimagen de 2 en f, con lo que obfenemos f(2) =5, y a confinuacién, hallarla
imagen de 5 en g es decir, g(5) =g(f(2)) = 24.

Sea: x=2-f(2)=5-g(f(2)=24

En general, dadas dos funciones f'y g, la funcién que asigna a cada x el valor g (f (x)) se

denomina funcion compuesta de fy g,y se escribe go f.
gef

x= f() = g(f () (8°f) x)=8(f(®)

Para resolver ejercicios de composicion de funciones se debe considerar que si se escribe
(f e g)(x) . la funcidon g ingresa a la funcidn f, es decir, (f o g)(x) = f(g(x))

—_—— e e e ==

1. Dadas las funciones:
FEO=V; g(x)= 7 -
Calculamos a. (f e g)(x) v ;b. (f e g)(x)

v TwBEN: 127

* La funcidn compuesta de

|
|
|
|
|
|
|
|
|
a.(feg) ®) = f(8(x)) b.(go f) ) =g(f(x) | | fy g se escrioe invirtiendo
! el orden, g o f, para que
_ x\? _ Vx? | coincida con el de la ex-
B Z> 4 ! presion g (f(x)).
|
. | * Lanotacidn go fselee g
=z | compuesta con f
:
:
La funcién g “ingresa” a f. La funcion f “ingresa”ag. |
|
Ml Tobla 8 )
Valores f
Concluimos gue la funcién compuesta no cumple con de
la propiedad conmutativa; feg#go f. Ingreso
Valores
de
Salida
W Fig. 12.
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1.6. Funcién Inversa

Qué sucederia si consideramos a una funcidn como un mecanismo, en el cual se tienen
«valores de ingreso» (datos), los mismos que luego de cierto proceso, generan otro tipo de
valores «elementos de salidan.

Algo semejante a la computadora, donde ingresamos informacion a través de un dispositivo
de ingreso (teclado) y obtenemos a través de un dispositivo de salida (pantalla, impresora)
el «resulfado de esa interaccién».

Para ampliar nuestra concepcion, en la figura funcionamiento se observa el proceso de
operacioén, pero y ¢si «revirtiéramos la operaciéon»? Entonces los valores de entrada se con-
vertirian en los valores de salida.

En las tablas de las funciones, observamos que los elementos del conjunto de entrada de
la funcion y = 3x +1 coinciden con los elementos de salida de la tabla para la funcion
x-1
3
Funcionamiento

y=

X fx)=3x+1

-2 -5
-1 -2
1
1
M Tabla 9 X'

Tabla para la funcién

y=3x+1

x  feo=2

m Fig. 13.

Como podemos observar, las graficas de las funciones
1 0 -
fixef(x) =3x+1y f:xpf(x)= X31 , resulfan lineas

simétricas, respecto al origen.

Prohibida su reproduccion
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Con las ideas antes propuestas definiremos una funciéon inversa:

Sea f una funcién biyectiva con dominio X y recorrido Y, se define su funcién inversa, la
cual se denota como f', con dominio Y y recorrido X, de la siguiente manera:

ffTH=xef®=y

Propiedades:

* Lafuncién 1 (x) es biyectiva, por ende, serd inyectiva y sobreyectiva a la vez.

* Los elementos del dominio de la funcidn f coinciden con los elementos del recorrido de
la funcién inversa y viceversa.

* Al realizar las representaciones grdficas, resultan curvas que forman una figura simétrica.
* No todas la funciones fienen inversa.

Cdlculo de la funcién inversa (algebraicamente)

—————— e e =

i . 2o \
Enconframos £ (x) si f:x - f (x)= ?’XZ;S Verificacion Grdfica
A
= 3X—+5 y = (3X—+5) funcién 5 [y
y 2 2
_ 2X-5 {icioni
= _3y2+ 5 Infercambiamos Ias variables v en vez de x. y="3 “nm“y b

10 5 0 / 5

2x=3y+5  Multiplicamos por 2 X= v Heqt idy
o]

2x-5 =y Transponemos 5 y dividimos para 3.

31

verificacion gra-
fica de una fun-
cién inversa

Axioma reflexivo. -10

Finalmente, y se reemplaza por f1(x) resulta enfonces:
2x-5
-1 j—
X)=
f1e =3
Método del espejo. No es necesaria ninguna férmula, consiste en colocar imaginariamente «un
espejo» en la recta identidad, las funciones f 1(x) y f(x) deben ser simétricas.

Se verifica enfonces que:

_3x+5 1 _ X-5 .
=" y f1(x) 3~ soninversas

4
>
9. Calcula la funcién inversa de las siguientes funciones: Q
x+1 x+1
afi:xefx)=x3-1 b. g:xrg((x)= 5 C. h:x-—>h(x)=x_2

Prohibida su reproduccion



Verificacion algebraica de la funcién inversa

Para verificar que una funcidn sea inversa, utilizamos el concepto de composicion de
funciones.

Una funcién f es uno a uno con su respectiva funcién g si y solo si:
* f (g(x))=x paratodo x en el dominio de g
* ademds g (f(x)) = x para todo x en el dominio de f

4 !
Calculemos la funcién inversa de y = f(x) = XX-I__Zl ; XFE2 y :
|
* Despejamos la variable x: !
2y +1 !
Xy-2y=x+1=>xy-x=2y+1=>x= -1 !
|
- , 2x + 1 |
* Sustituimos y por x, y viceversa: 'y = 1 !
|
Asi pues:  f1(x) = x+1. |
X- 1 ' » :
Comprobamos que la funcién hallada es la X i
inversa de la original: !
(Frop =1y =1 [ XF1)_ :
X-2 !
x+1 |
2 x-2 +1 3x :

= — =X
x+1 1 3 |
X- 2 i

. . 2x+1

(F ofH) () =f(f1(x))=f( s ): |
y - |
|
2x +11 1 ’ |
- X 3 eje de simetria .
2x+1 2 3 |
x-1 |
|
Enefecto: (ftof) (x)=(fofH) (x) =x )

Demostremos algebraicamente que las funciones:

e = b.(ge f) (x) =g (f(x)
fixofE=x*+1yg:xmgx)=Vx-1 son a.(feg) ®=f(gx)

|
|
|
inversas. 3 I
(Fogd=( x-1°+1 € NHE®=V+1-1| |
|
|
o = 3 3 I
(fog)x) =x-1+1 go @ =Vx !
|
(fo) ®)=x (8o N =x |
|
M Tabla 11 )
5 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
g 4
3 : . . . >
S‘ ! 10. Determina la inversa de las funciones. 11. Determina f - (X) para las funciones, verifi-
2 ! ca tus resultados con el método algebraico
3 : A fixeof()=>5x+4 y grdfico °
- b '
9 ! - fixef)=2x-1 a fixepf(x)=3x+1
o fixmpe =2l
i ' x-3 b, fixef(x)=Vx-2



b
o
o
£
o
i

Introduccién

Una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales: {1, 2, 3 ...}.
Sucesion de Fibonacci

Lasucesiéon 1, 1,2, 3, 5,8, 13, ...

en la gue cada término, excepto los dos primeros, se halla sumando los
dos términos inmediatamente anteriores se encuentra en numerosos
elementos de la naturaleza.

Asi, la disposicion de las hojas alrededor del tallo en algunas plantas o
la colocacién de las semillas en la flor del girasol se produce segun los
términos de esta sucesion.

Esta sucesion es conocida como sucesion de Filbonacci, por ser este ma-
temdtico italiano el primero en describirla.

2. PROGRESIONES ARITMETICAS

Una progresion aritmética (o por diferencia) es una sucesion de términos de tal manera que,
para obtener el siguiente término a partir del anterior, aumentamos un mismo nimero que pue-
de ser positivo 0 negativo, al que se llama diferencia (d).

Término n - simo
Es el Ultimo término considerado en una progresién. La expresién que permite calcularlo es:
a =a+(n-1)d

n

Una progresion aritmética se determina fotalmente si se conocen los componentes de la progresion,
como son: primer término (a,), diferencia (d) y el ndmero de términos (n).

Asi, | ej lo t : :
senclomploteremos Y TAMBIEN: (& )

Ley de Titius-Bode

Es una sucesién con la cual
se predijo en 1766 la existen-
cia de un cuerpo celeste

22 28 LI-LI- 50 56 entre la orbita de Marte y JU-

piter; ahora conocido como
Ceres.

| Fig. 14. https://goo.gl/ec9dHg

Primer término: (a) =32
Diferencia: d =6
Uttimo término: @ =56  BUEL T .

NUmero de términos: (n) =5

I |
| |
| |
| |
1 1
= 1 1
Progresion n a, d a b :

|
..1,3,5,7,9,11, 13,... 7 1 2 13 | ! !
1 1
.-100, -200, -300,... 3 | -100 | -100 | -300 o !
1 1
1 1 3 1 1 3 i 1 Enelsiguiente portal web po-
S0, 5,1 5 i 5 i |, drdsencontrar algunos ejem- |
2 | 1 plos de como se aplican las 1
.X4+1,3x+505x+09,.. 3 x+1 | 2x+4  5x+9 | | progresiones aritméticas en |
|1 lavida diaria. |
B Tobla 12 I Iy yens I
, L _ _ 1, Visita: :
Las progresiones arifmeticas pueden ser crecientes o decrecientes, | . :
dependiendo de la constante (diferencia) con la que se realice la | 1 http://goo.gl/HpC7Vy I
) | 1
| |

progresion. /

http://goo.gl/csE99R
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Término general de una progresion aritmética

La férmula del término general de una progresion aritmética
(a,) se encuentra sin mdas que observar que:

a,=a +d

a,=a,+d=(a,+d)+d=a +2d
Y TAMBIEN: @ a,=a,+d=(,+2d)+d=a, +3d

a=a,+d=(a,+3d)+d=a +4d
¢Coémo hallar la diferencia?

Se encuentra la diferencia en-
fre el término consecuente y Notese que en todos los casos, el término correspondiente
antecedente. es la suma de dos cantidades:

¢ La primera es siempre a,
* La segunda es el producto (n-1) d

a=a+(mn-1)d

http://goo.gl/0ag7JT

Infuitivamente al pensar en
una progresion, a la vista salta
la idea de que es una serie de
«COsas» que son ordenadas
de forma ascendente o des-
cendente y que tienen cierta
caracteristica o caracteristi-
cas en comun,

Todos los términos de una progresion aritmética pueden obtenerse
a partir del primer término y de la diferencia.

|

|

|

|

|

! +d +d +d +d .. +d
|

| al

|

4, 4

©° 1. Determinemos el 25.° término de 0, % 1, % 2. Determinemos el 35.° término de los mdltiplos de 3.
|

= ) , ) . Primera idea: Calculamos la diferencia de la pro-

{*B Primera idea: Calculamos la diferencia de la pro- gresion

Q i 4 .

= gresion. Al ser mUltiplo de 3, la diferencia serd 3.

@ 2 1

Al d=1-—>=>d=—

L 3 3

Segunda idea: El 35.° término coincide con el Ulfi-
Segunda idea: El 25.° término coincide con el Ulfi-  mo término, por lo tanto n = 35.

mo término, por lo tanfo n = 25. Por lo que tendremos:

Por lo que tendremos:

1
a,=0d=—5;n=25;a=7? a,=3;d=3; n=35;a =?
a=a+(m-1)d a=a+(m-1)d

1 = - .
a=0+(25-1) = a=3+(35-1)3 Reemplazamos los datos
3 a=3+(34)3 Resolvemos la diferencia.

4 - a=3+112 Resolvemos el producto.

c
0
[0}
8]
)
§o]
o
Q
o
>
o
O
o
Q
<
o
a

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
2 |
I

a =8 a=115 Resolvemos la suma. :
I




Suma de los términos de una progresion aritmética

En varios ejercicios numéricos de progresiones, es posible
determinar la suma de los términos de manera directa, por
ejemplo en la progresion:

,..4,6,8,10
La suma de los términos serd: 28

Pero existirdn algunas progresiones cuyo nimero de tér-
minos sea mucho mayor, por ello, para calcular la suma
S=a +a,+a,+a, +..+a _, +a delosn primeros ter-
minos de una progresién aritmética, podemos calcular me-
diante las expresiones:

n

s _n
n=- =

(a,+a) Sn >

[2a, + (n-1)d]
Esta expresion se utilizard
cuando en los datos se
disponga del numero de
términos (n), del primer
término (a,) y del Ultimo
término (a,).

En cambio, en esta expre-
sion se debe disponer del
namero de términos (n),
del primer término (a,) vy
de la diferencia de la pro-
gresion (d).

Y TwBEN: 117

Segun la tradicién, el proble-
ma de hallar el valor de la
suma de los cien primeros
nUmeros naturales fue plan-
teado en 1787 por un profe-
sor a su clase de ninos de
diez anos, para mantenerlos
ocupados un buen rafo. En
esa clase se encontraba el
que fue llamdo «principe de
las matemdticas», el alemdn
Carl F. Gauss.

Gauss observd que si sumao-
ba el primer término con el
dltimo, el segundo con el
penultimo, el tercero con el
antepenultimo vy, asi sucesi-
vamente, obtenia siempre el
mMismo resultado.

1 2 3 4 97 98 99 100
——+— ——t+—
NS
m Fig. 15.
1+100=101
24+99=101
34+98=101

Asi, dedujo que la suma de
los cien primeros numeros
naturales es:

101 -50 =5050
M Tabla 13 M Tabla 14
- >
12. Determina el n - término, seguin corresponda. 14, Determina el n - término, segun corresponda
a. 9no término de 7,10, 13, ... a. 7.°término de 7,10, 13, ...
b. 25vo término de -6, -3, 0,... b. 15.°término de -6,-3,0, ...
c. 1lvotéminode 1, 4, % e c. 21.°término de 1%%

d. 29vo término de -1, -4, -7, ...

13. En cada una de las progresiones siguientes, halla
la suma del nimero de términos que se indica

a 3,609, .. (n=11)
b. 6,4,6,3,2, (1’1= 15) indica
1 1 2
C =, =, =, n=21 a. XX+yx+2y
323 ( ) b. 4,8,12
d X-y,xx+y, (n=6) Lo
c. 8,4,0,..
gl 12
\ 3 2 3

d. Una progresion aritmética comienza por
2, fermina por 3 y su diferencia es 1/10.
¢(Cudntos términos hay en la progresion?

15. En cada una de las progresiones siguientes
halla la suma del niumero de términos que se

(n=6)
(n=15)
(n=15)

(n=10) |

a1
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2. PROGRESIONES GEOMETRICAS

Considera la sucesion: 3, 6, 12, 24, 48, ...

Si calculamos el cociente entre cada uno de los términos y
su anterior, excepto el primero, obtenemaos siempre el mismo

resultado:

6_12_24_48 _ _,

3 6 12 24 7
Diremos que esta sucesion es una progresion geométrica
de razoén 2.

Una progresion geométrica es una sucesion en la que
el cocientfe enfre un término cualquiera, excepto el pri-
mero, y su anterior es una cantidad constante. Esta can-

Y TAMBIEN: @ tidad constante se llama razén de la progresion y se

representa por r.
En una progresién geométri-

ca se cumple que cada tér- ) . . Lo
mino, excepto el primero, se 3.1. Término general de una progresion geometrica
obtiene multiplicando el an-

terior por la razén de la pro- En una progresidén geométrica podemos obtener todos los
gresion. términos a partir del primer término y de la razdn. Observa:
r r r a, =a,
ﬁW\ a,=a r
S ) =g -2
. . . . a,=a,r=(a r)-r=a -r
1 2 3 4 _ _ L2 . _ L3
W Fig. 16. a,=ayr=(a r’)-r=a -r
Para determinar la razén en 3 4
una progresién geométrica a;=a,r=(a - r’)-r=a-r

dada, se utiliza el cociente,

debido a que es el proceso Cada término de la progresion se obtiene multiplicando el

inverso del producto, entre primer término por la razén elevada al nimero que indica el
el término consecuente y lugar que ocupa dicho término, disminuido en una unidad.
precedente.

Por tanto, la expresion de un término cualquiera a_es:

< 1. ¢(Cudl es la razdn de la progresiéon? 3, 1,% 2. En la progresién geométrica: \:

— I

o Construimos dos términos adicionales ) , |

g. 1 c 5 5 § Determinemos la razén y el !

[l Deferminamoslarazénentre 1y 3. r= = 274 78  Quintotémino. !
(ITy . - P . I

5 Multiplicamos por el Ultimo término en la progresion 5 :
9 — I
f y determinamos el cuarto ’rérmino%. Luego el quin- r= % Determinamos la razén entre % y % |
a - |
° o término. 2 |
: 7 1 L !
o Resulta entonces: Resulta r == por lo que el quinto fermino se ob- |
< |
& 31, L, 1 ’1_ tiene al multiplicar S por 1 |
3 9 27 . 8 2 !

Enfonces a, es — !

% 16 )




Obtencién del término general

Una progresion geométrica queda completamente definida si conocemos el primer térmi-
no y la razén, debido a que para obtener los siguientes términos, basta multiplicar el Ulfimo
término registrado, y para obtener los anteriores debemos dividir segun lo explicamos en la
seccion anterior,

Supongamos que tenemos una progresion
cuyo primer término sea 3 y su razén res-
pectiva sea 2. Entonces (Cémo hallario-
mos el término a, ?

llustrando la situacién tenemos: Z
[eN
O

razén =2 :
o
2
'\Q
E

) -2 )
- "'> RN - \
’ \ Euclides. Precursor de las
a,=3 a=32' a,;=32> a=32" .. a,=32" proporciones continuas
| Fig. 17.

Para pasar del primer término (a,) hasta (a,.). son necesarios 24 términos.

Para ir encontrando los siguientes términos, se deberd ir multiplicando por 2;
aqguello supone que fendremos entonces 22, debido a que es necesario obte-
ner los 24 términos que ya mencionamos. Asi entfonces, podemos escribir:

a, =3%2%, a_=3*16777217 = 50 331 648.

1 i
17. Escribe los diez primeros términos de una progresion geométricade razén r = 3Ya = 2. :
I

; 4y
I 16. Halla la expresion del término general y el valor del término a,, de la siguiente sucesion. ol
i

i

! 1 1 1 1 . "

I -, —,=, —,..encaso de que sed una progresidén geométrica.

! 2’4816

|

|

|

|

I

{

N

e a1

https://goo.gl/kIYFWe
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Cuenta la leyenda que un
poderoso rey tuvo un maes-
tfro de qgjedrez al que estaba
muy agradecido por haberle
iniciado en este juego.
El rey ofrecié al maestro una
recompensa, y éste pidid
todo el frigo que se pudiera
reunir colocando un grano
en la primera casilla, dos en
la segunda, cuatro en la ter-
cera, y asi sucesivamente
hasta la casilla sesenta y cua-
fro del fablero de agjedrez.
El rey aceptd gustoso, pues
pensaba que con un saco
de frigo recompensaria al
maestro.
Pero su gran sorpresa fue
que, al contfar los granos de
frigo necesarios, se dio cuen-
ta de que no habia suficiente
trigo en el pais para recom-
pensar al maestro. ¢Cémo
era posible?

* Calcula las tfoneladas de
frigo necesarias para re-
compensar al maestro, si
consideramos que un gra-
no de trigo pesa aproxima-
damente 0,0496 g.

Ejemplo 18

3.2 Suma de los n términos de una progresion geométrica

A continuacién, deduciremos una expresidon que Nnos per-
mitird obtener la suma de n términos de una progresion
geométrica sin necesidad de calcularlos.

Seaa,a,a,a,.,a ,a,.. unaprogresion geometricay re-

presentemos por Sn la suma de los n primeros términos:
S =a +a,+a,+a,+..+a  +a

* Multiplicamos por r dicha expresion

r-S§ =r-a +r-a,+r-a,+r-a,+..+r-a_,+r-a
=a,+a,+a,+..+a +a -r

¢ Calculamosr-S —S :
r-S =a,+a,+a, +..+a +a-r

S=a+a,+a,+a,+..+a  +a

n

r-S-S =a-r-a
n n n 1

 Sacamos factor comun Sy despejamos:

Sn(r-1)=a -r—a =8 = S "% -r-la
r-
Puestoquea =a, -r n-1'Sn puede expresarse también como:
S= (al.rn-l).r_al _ al.rn_al I::>S: al (rn_l)
" r-1 r-1 n r-1

Por tanto, para sumar cualquier nimero de términos de una
progresion geométrica, nos es suficiente con conocer a, yr.

e

. . P . \
Hallemos la suma de los seis primeros términos de una progre-
sién geométrica cuyarazénesr=3ya, = 1.

|
|
|
l
:
Aplicamos la férmula S =_a](r1-_1) i
n r-
i
|
|
I

S = a(-1) _ 1(3°-1)
6~ r-1  3-1 6

18. Calcula, la suma de los quince primeros térmi-
nos de una progresion geomeétrica cuyo primer
término es a, = 3 y cuya razén es r = 2.

20. De una progresién geomeétrica se sabe que
la suma de sus diez primeros términos es
S, = 29524 y su razén, r = 3. Halla el primer
férmino.

19. De una progresidn geométrica se conoce

a, =128 y r = 4. Calcula la suma de los ocho

primeros términos.

21. De una progresién geométrica se conoce
r=2ya,=768. Halla la suma de los diez .
. . ' |
primeros tférminos. !



Ejemplo 19

Suma ilimitada de una progresién geométrica decreciente
Observemos la figura 18.

Consideramos un segmento AB de longitud 1 m vy lo dividi-
mos por la mitad. A su vez, el segmento CB de longitud % m

lo dividimos por la mitad, y asi de forma sucesiva. Obtenemos
de esta forma una sucesion de segmentos de longitudes:
1 1 1 1

—m, =m,—m, —m,..
2 4 8 16

Esta sucesion es una progresion geomeétrica de razon r = 5
con infinitos términos y en la que el valor absoluto de cada

término es menor que el del anterior. Decimos que se frata de
una progresion geomeétrica decreciente ilimitada.

Si pretendiésemos calcular la suma de todos los términos de
esta progresién, no acabariamos nunca. Sin embargo, esta
suma si existe: es la longitud del segmento del cual hemos
partido, T m,

La existencia de esta suma se debe a que, para valores muy
grandes de n, los términos de la sucesion son practicamente
nulos.

Asi, para valores de n muy grandes se fiene:

_a-r-a; o-aa
n r-1 " r-1 1-r
Por tanto, la suma de las longitudes de los segmentos es:
1 1
2 2
—— = — =1
11
2 2

En general, dada una progresion geométrica ilimitada decre-
ciente de razon r y primer férmino a,, la suma de fodos sus ter-
minos, que representamos por S_, viene dada por la expresion:

1 1 1
v2' 2 2v2" "
es geomeétrica decreciente y calculemos la suma
de fodos sus tférminos.

Comprobemos que la progresion 1,

Comprobamos que el cociente entre dos términos
consecutivos es constante:

m Fig. 18.

Y TAVBEN: |21

La condicién para gque una
progresién geométrica sea
decreciente es:
1<r<o0

En caso de que

-1<r<0
la progresién no es decre-
ciente puesto que el signo de
sus términos se va alternando
(sucesién oscilante).
A estas progresiones también
se puede aplicar la expre-
sion de la suma ilimitada de
sus términos.

Luego, es una progresiéon geométrica de razdn

_1
=2

Puesto que la razén es menor que 1, se frata de
una progresion geométrica decreciente.
Asi pues, la suma de sus términos es:

V2

1 1 1

~ 3.4142...
V2 -1

Prohibida su reproduccion
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Y TN 22

Podemos obtener cualquier
tférmino de una progresion
geométrica, excepto el pri-
mero, a partir de su término

anterior multiplicando por la
razén.

Asimismo, podemos obtener
cualquier término de una
progresién geométrica a par-
tir de su término posterior divi-
diendo por la razdn.

a +1
a =—
n r

3.3. Producto de los n términos de una progresion

geométrica
Considera la progresion geométrica 1, 2, 4, 8, 16, 32.

Si calculamos los productos indicados en el esquema del
margen, verds que siempre se obtiene el mismo resultado.

En general, dados n términos a,, a,, a,, a,, ., a_,, a_de una
progresion geomeétrica, se cumple que al mulfiplicar el pri-
mer término por el Ultimo, el segundo por el pendltimo, el ter-
cero por el antepenudltimo, etc., se obtiene siempre el mismo
resultado.

. —q .r2.
a;ta,=a-r

Podemos enunciar esta propiedad de la siguiente manera:

El producto de dos términos de una progresién geomé-
frica equidistantes de los extremos es un valor constan-
fe e igual al producto de dichos extremos.

Esta propiedad nos permite calcular el producto de n términos de una progresion geométrica.

Designemos por P dicho productoy escribamos P de dos formas diferentes, como se indica
a continuacioén:
P =a+a -a,-a,*.."a__-a
n 1 2 3 4

n-1 n

P =a-a  -..a,a-a,-a

Si mulfiplicamos tférmino a término ambas igualdades y agrupamos los factores de dos en
dos, obtenemos:

Pn ) Pn = (al ' an ) (aZ ) an-l) ' (a3 ' an-Z) Tt (an-l ' aZ ) ) (an ) al)

Por la propiedad que acabamos de ver, todos estos paréntesis fienen el mismo valor, a, - a .
Puesto que hay n paréntesis, podemos expresar el producto anterior como:

Pn2 = (al B an)n = Pn=W

Calculemos el producto de los ocho primeros térmi-
nos de una progresién geométrica sabiendo que
a, =4yquer=3.

1

Calculemos el producto de los diez primeros térmi-
nos de una progresion geométrica sabiendo que
a,=4yquea =2048.

Calculamos primero a, y. confinuacién, sustitui-

I
|
|
I
|
|
I
|
: Sustituimos los valores de a, y a,, en la expresion del
|
|
I
|
|

N

producto P : mos los valores de a, y agen la expresion de P
P= (a-a)=P =@ 2048)°=3,7 10" 3, =a,'r'=a,=4-37=8748
n 1 n n 4
N . Pn=(a,-a)"=Pn=v(4-8748)*=15-10"

N

~



. INTERMEDIARIOS FINANCIEROS

En la sociedad actual, muchas personas, a pesar de dispo-
ner de ahorros, recurren a los préstamos para comprar bie-
nes o invertir en negocios.

En economiq, se distingue entre ofertantes de fondos y de-
mandantes de fondos.

* Los ofertantes de fondos son las personas o enfidades
que disponen de dinero y pueden prestarlo a otras perso-
nas o entidades.

* Los demandantes de fondos son las personas o entido-
des que necesitan dinero por cualquier motivo.

Las entidades financieras actian de intermediarios entre los
demandantes y los ofertantes de fondos.

4.1. Interés

Los demandantes de dinero pagan una cantidad, llamada
interés, a quienes se la ofrecen, por medio de los intfermedia-
rios. La cantidad que se paga por cada ddlar se llama tfipo
de interés.

Los tipos de inferés que colbran estos intermediarios por prestar
dinero (préstamos y créditos) son mds elevados que los que
pagan a los ofertantes (depdsitos); con la diferencia, cubren
los gastos derivados de sus negocios y obtienen beneficios.

Veamos a continuacion las modalidades mds frecuentes de
inferés.

Interés simple

Un capital estd sujeto a un régimen de interés simple cuan-
do, al finalizar el periodo minimo de depdsito, los intereses
son retirados.

En tal caso, el capital permanece inalterable.

En general, si representamos el interés que obtenemos por I,
el capital por C, el fipo de interés anual expresado en tanto
pOor uno por i, y el fiempo en anos por n, tenemos:

Maria deposita $ 2 000 en la caja de ahorros de
su localidad, que le ofrece el 6% de inferés sim-
ple anual. Calculemos el beneficio una vez frans-
curridos 90 dias.

n =90 dias -

e En primer lugar, expresamos los datos:

C=%$2000 n =90 dias i=6%=0,06

360 dias
1=2000-0,06-0,25 = 30 ddlares

El ano comercial
Para simplificar los cdilculos
comerciales se establecid el
ano comercial de 360 dias,
formado por doce meses de
30 dias cada uno.

Y TAVBEN: ()

Capital: Cantidad de dinero
prestada por una entidad
financiera o depositada en
una entidad financiera.

Y TAVBEN: ()

A partir de la férmula del inte-
rés simple, podemos obtener
las de las ofras variables:

C=
i'n

(= I
C-n

h= I
C-i

e Para determinar el beneficio al cabo de 90 dias,
aplicamos la férmula del inferés simple. Previo-
mente, expresaremos el tiempo en anos:

Lafo = 0,25 ano
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Interés compuesto

Y TAMBIEN: (&) S - o
Un capital esta sujeto a un régimen de interés compuesto

A partir dé la formula del in- cuando, al finalizar el periodo minimo del depdsito, los in-
tferés compuesto, podemos . _ . .
, tfereses no se retiran y se anaden al capital para producir
obtener otras: .
nuevos intereses.

C
1+ En general, el capital final, C, que se obtiene al depositar,
_ C en un régimen de interés compuesto, un cierto capital, C, a
1=, ¢ -1 un tipo de interés, i, (expresado en tanto por uno) durante n
© anos es:
g
s Ch=C-(1+i)"
O
[}
8 Para determinar el interés, 1, obtenido, tfenemos que restar al
£ capital final, C , el capital inicial, C. Asi:
[=Ch—C=C-(1+i)"-C=>I=C-[(1+i)"—1]
Luca Pacioli 8 CoIC}JIIemos qué capital ob’rlendremo.s al f:obo de fres ((])ﬁOSl por urlw \:
Matemdtico italiano (1445 o depdsito Qe $ 35 000 sometido a un inferés anual del 8%, si no reti- !
1514). Y| 'amMos los intereses. !
El hecho de estar en contacto <|E> Haz los cdlculos: !
con artesanos y mercaderes  famll a. Utilizando la férmula del interés simple. \
desde pequeno, le permitid b. Utilizando la férmula del interés compuesto. |
aprender las denominadas * Compara los dos procedimientos. |
matemdticas  comerciales, En primer lugar, expresamos los datos: l
que consistian bdsicamente C=$35000 n=3anhos i=8% = 0,08 (tanto por uno) |
en manejar el sistema de nu- a. Utilizamos la férmula del interés simple: :
meracién hindo-ardbigo. , . B . , |
. * Para calcular los intereses del primer ano, I, aplicamos la formula
En 1475, fue profesor en la Uni- ) S . 1 |
. del interés simple al capital inicial, C. |
versidad de Perusa, y ya en |
1494, cuando escribid su Tra- » Como no retiramos los intereses, el capital depositado al final del !
tado de las cuentas y las es- primer ano, C,, es la suma del capital inicial, C, y los infereses pro- !
crituras, era considerado uno ducidos, I,. |
de los mejores maestros en * Los intereses del segundo ano, 1, se calculardn a partir del capital |
contfabilidad de toda ltalia, y que ahora hay depositado, o sea, C,. |
fue contratado por el duque * Para encontrar I, procederemos como en el segundo ano, consi- i
de Florencia para trabajar derando ahora como capital inicial el capital al final del segundo |
como tesorero en la corte. ano, |
http://goo.gl/8uH8f0 Cz = C1 + ]2, i
|
t Capital inicial Intereses Capital final
1 C [,=C-i=35000-0,08=2800 C,=C+1 =35000 + 2800 =$37800
2 C, I,=C, -i=37800-0,08 =3024 C,=C,+1,=37800+ 3024 = $ 40824
3 C, I,=C,-i=40824-0,08 = 3265,92 C,=C,+1,=40824 + 3265,92 = $ 440 89,92

W Tabla 15 ¢ Vemos que al cabo de los tres anos el capital C, es $ 44089,92.

b. Utilizamos la formula del interés compuesto:

C,=35000-x (1+0,08)°=$44089,92 -
* Tal y como puedes comprobar, hemos obtenido el mismo result
do, aunqgue el procedimiento aplicado en el apartado a. es mu-
cho mds largo. )
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Alberto ha obtenido un capital final de $5 408 por un depdsito que
efectud hace dos anos. Sabiendo que su banco le ofrece el 4% de
inferés compuesto anual, qué cantidad inicial ingresd?
* En primer lugar, expresamos los datfos:
C,=$5408 n=2aflos i=4% = 0,04 (tanto por uno)
e Para calcular el capital inicialmente depositado, despejamos C
en la férmula del interés compuesto y sustituimos los datos.

<
]
o
Q
£
9
ar

N e~

_c =408 .
Ty T T @rooap TOTII0 Y TAMBIEN: 27

************************************************** ~q Si los intereses se capitalizan
Calcula el capital final que obtendrd Ana al cabo de dos afos por semestralmente,  frimestral-
un depdsito de $ 20 000 en un banco que le ofrece el 5% anudadl, mente o mensualmente, ten-
segun la liquidacidon sea semestral, tfimestral o mensual. dremos que expresar el tipo
Aplicamos la férmula correspondiente segun la liquidacion sea se- de inferés y el tiempo en fun-
mestral, frimestral o mensual. cién del periodo de liquida-

cién, siendo n el nimero de

e Liquidacién semestral: -
anos.

2n
i 0,05
2

2:2
C=C- (1 + ?) = Cn= 20000 - (1 + —) = 22076,26 Liquidacién semestral:

i 2n
C =C- (1+—)

* Liguidacién trimestrall: >

in 42
0,05

i
c,=cC- (1 + Z) = Cn= 20000 - (1 + T) = 22089,72 Liquidacién trimestral:

: 4n
e Liquidaciéon mensual: C=cC- (1 + L)
12n 122 "

i 0,05 )
_C. 1 - . 222 ) = 22098,83
c =C (1+12) = Cn= 20000 (1+ B

4
Liquidacion mensual:

s \12n
Observamos que cuanto mds frecuentes sean los periodos de liqui- Cc=cC- (1 + L)

N e~

dacién, mds aumenta el capital. 12
4
22. Por un depésito de $ 15 000 hemos obfenido al  26. Por un depdsito que efectuamos hace fres
cabo de dos anos, un beneficio de $ 560. ,Qué anos, hemos obtenido un capital final de

interés simple nos aplica la entidad financiera? § 6 556,36. Sabiendo que la entidad finan-
ciera nos aplica un 3% de interés compuesto

23. Calcula gué beneficio producird un capital de anual, ¢que cantidad inicial ingresamos

$ 35 000 durante 900 dias al 6,5% de interés
simple anual. 27. Calcula el capital final que obtendremos
tfranscurridos tres anos por un depdsito de
$ 2500 al 6,25% de interés compuesto anuall,
24. Queremos efectuar un depdsito de $ 2 000 @ segun la liquidacién de intereses sea semes-
dos anos. (Qué opcidn es la mds beneficiosa: tral, trimestral o mensual.
un interés simple del 6% o un intferés compues-

f 15,75%"7 . . . L
© del 5,75% 28. Calcula qué opcion es la mds beneficiosa

|

|

|

|

|

i

para un depdsito a un plazo de un ano: |

25. Calcula el capital final que obtendremos por Un inferé | del 5250 liquid |
un depdsito de $ 5 000 al 7,5% de interés com- . n interes Ionuo el 5,25% y una liquida- |
puesto anual durante cinco anos. clon anuat. !
|
|
|
|
|
|

b. Un interés anual del 5% y una liquidacion
| mensual.
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Tasa anual equivalente (TAE)

Hemos visto que los periodos de liquidacién de intereses pueden ser inferiores a un ano, y
hemos comprobado también (ejemplo 23) que cuanto mds frecuentes sean estos periodos

de liguidacién, mds dinero recibimos.

Se plantea entonces la siguiente cuestion: ¢cudl es el tipo de inferés anual real que se estd
aplicando si los periodos de liquidacion son inferiores a un ano?

Este interés se conoce como tasa anual equivalente (TAE). A confinuacién, veremos, me-
diante un ejemplo, el modo de deducir la expresidn que nos permite calcular la TAE.

Un banco ofrece a sus clientes una cuenta corriente
con un inferés compuesto anual del 6% y con una
liquidacién de intereses mensual. (Qué TAE estd
ofreciendo?

Al 6% anual le corresponde un 0,5% mensual. Vea-
mos cémo se incrementa un capital de 1 ddlar.

* Al final del primer mes, el capital ha aumentado
un 0,5%:

1+ 0,005=1,005

e Al término del segundo mes, ha aumentado un
0,5% respecto al mes anterior:

1,005 + 1,005 - 0,005 =1,010
o seq, se ha multiplicado por: (1 + 0,005)2 = 1,010

R

También en los préstamos cular la TAE:
bancarios se habla de la TAE
correspondiente a un tipo de donde:

interés anual.
Observa esta informacion:

595% 6,28%

NOMINAL TAE (*)

i e

* Al cabo del tercer mes ha aumentado un 0,5%
respecto del mes anterior:
1,010 + 1,010 - 0,005 =1,015
es decir, se ha multiplicado por:
(1+0,005)3=1,015
Y asi sucesivamente; después de los doce meses,
el capital inicial se ha multiplicado por:
(1+40,005)?2=1,062
Por lo tanto, una vez transcurrido un ano, el aumen-
to total del capital inicial ha sido:
1,062=1+0,062=1+ 62
100
Asi, pues, el 6% de interés anual, cuando los perio-
dos de liguidacién son mensuales, se convierte en
un interés anual real; esto es, en una TAE, del 6,2%. .

TAE = (1+ L) -1
n

i. interés anual en tanto por uno
n: nimero de periodos de liquidacion de intereses

Asi, pues, observamos que, a partir del proceso seguido en
el ejemplo anterior, podemos deducir esta férmula para cal-

(*) TAE calculada para un préstamo a
15 anos de $ 60 000 comisién de aper-
fura: 1 % (minimo $ 450)

Si calculas la TAE correspon-
diente a la oferta bancaria
del 595% comprobards que
es inferior a la TAE publicada.
Eso pasa porque, al calcular
la TAE de un préstamo o crédi-
fo, se incluyen ademds las co-
misiones de estudio y los gas-
tos de apertura que cobra la
entidad financiera para con-

29. Carlos quiere efectuar un depdsito de $ 1 000 a un ano en una
caja de ahorros que le ofrece un interés anual del 7%, y con un
periodo de liquidacién frimestral.

a. ¢Qué TAE le aplicardn?

b. {Qué beneficio obtiene Carlos con la liquidacién trimestral res-
pecto de la liquidacion anual?

30. Rosa efectud un depdsito de $ 3 500 en una entidad bancaria
que le ofrecia un interés del 6,5% anual, y lo retiré cuando habian
franscurrido dos anos. Sabiendo que el primer ano la liquidaciéon
de los intereses fue mensual, y el segundo ano, trimestral, calcula:

a. La TAE para cada uno de los anos.

ceder el préstamo. N b. El capital final.

S |

oV



Ejemplo 27

Demanda de fondos

Las personas y las empresas recurren en muchas ocasiones
a las enfidades financieras, para obtener recursos con el fin
de financiar una adquisicion para la que no tienen suficien-
te capital.

Las modalidades de financiacidon mds frecuentes para la
obtencién de fondos son: los créditos y préstamos, el alquiler
financiero o leasing y la bolsa de valores.

Créditos y préstamos

Son confratos financieros en los cuales se estfipulan unas
condiciones por las que un demandante de fondos recibe
cierta cantidad de dinero.

En un crédito, el demandante fiene la faculfad de disponer
voluntariamente de una parte de la canfidad o de su fota-
lidad. Asi, se generardn intereses, dependiendo de la canti-
dad dispuesta y del tiempo de devolucion.

En un préstamo, por el contrario, se dispone del capital en su
totalidad y debe devolverse segun lo acordado en el contrato.

La modalidad mds frecuente de devolucién o amortizacion
de un préstamo es la amortizacion progresiva, por la cual,
el demandante que recibe el préstamo abona a la entidad
financiera el importe del préstamo y de los intereses corres-
pondientes mediante cuotas periddicas y constantes.

Veamos, con un ejemplo, cémo calcular las cuotas de
amortizacion.

BRI

Existen diferentes tipos de prés-
tamos, entre los que destacan:

Bancario: se obtienen de
una entidad financiera
como consecuencia de
un préstamo aprobado
en unas determinadas
condiciones convenidas
en el contrato.

Hipotecario: en este tipo de
préstamos, el solicitante da
un bien inmueble como
garantia del dinero recibi-
do. Acostumbran a formali-
zarse en el respectivo regis-
tro de la propiedad.

Visita:

—_—— e e e e ==

Ana y Raul solicitan un préstamo de $ 100 000 al 8,5% anual para la compra de un departamento. Lo

Valor final
a(l+0,085)"
a(1+0,085)
a(1l+0,085)"

a(1+0,085)

amortizardn en 15 anos mediante pagos anuales iguales. Qué cantidad deberdn pagar cada ano?
Debemos tener en cuenta, por un lado, los infereses que produce el capital inicial que la entidad financie-
ra ha prestado, C, y, por ofro, los infereses que producen las cantidades que se van abonando.
Para saber en qué cantfidad se convertirian los $ 100 000 colocados al 8,5% de inferés compuesto, apli-
camos la férmular
C=C-(A+i)
C,, =100 000 (1 + 0,085)" =339 974,29 ddlares
Para calcular la cuota anual de amortizacién, debemos tener en cuenta los intereses que estas producen.
Pago cuota | Valor inicial | Tiempo (anos)
Primera a 14
Segunda a 13
Tercera a 12
Penultima a 1
Ultima a 0
M Tabla 16

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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El capital fotal amortizado, C,, al cabo de los 15 anos, serd la suma
de los valores de la Ultima columna:;
C,=a+a(1+0,085)+..+a(1+0,085)"+a(1+0,085)" =
=a(1+0,085+..+ 1,085+ 1,085%)
Pero la expresion entre paréntesis es la suma de quince términos
de una progresién geométrica en la que a, = 1y larazénr = 1,085.
Luego:
1,085% -1

C=a-——-— C =a-28,232269
2 0,085 2

Puesto que esta cantidad ha de ser igual a C, ., se tiene:

C,;=a-28,232269 = 339 974,29 = a- 28,232 269

= S92 13 042,05 gl
AT 728232260 o dorares

R L

Si repetimos el razonamiento del ejemplo anterior para un
préstamo C a un tipo de interés i y a un término de n anos, la

Liquidaciéon semestral:

i

C 7 cuota de amortizacioén serd:
i) C i
1-{1+5) A= T a+
Liquidacion frimestral: En caso de que interese amortizar un préstamo a plazos in-
c. L feriores a un ano, habrd que modificar la férmula como se
a= —44 hizo en el ejemplo del intferés compuesto.
T \

Calculemos qué cuota anual debemos pagar si queremos amorti-
Liguidacion mensual

\
|
|

(‘3 zar un préstamo de $ 30 000 en cinco afos y con un inferés anual |
3 |
c. L (B el 13%. :
_ 12 [o} ) ) |
a= Ly I &Y si lo amortizamos mensualmente? !
1- ( 1+ ﬁ) I_% Los datfos del préstamo son: |
|
C=$30000,i=13% = 0,13 (fanto por uno), n = 5 anos !
Aplicamos la férmula correspondiente para hallar la cuota anual: i
|
C-i 30000-0,13 8 529 44 A6l !
a= = = , Slares
1-(1+10)™ 1-(1+40,13)5 |
|
Aplicamos la férmula correspondiente para hallar la cuota mensual: i
. |
C- 1‘—2 30000 - % |
a= = = 682,59 ddlares I
. \-12n -12'5 |
1-(1+L> 1-<1+£> !
12 12 !
T -
o
R ,
2 ' 31. Una moto que cuesta $ 4870 la pagamos a 32, (Qué cuota anual debemos pagar por un
2 ! fravés de una entidad financiera que cobra el préstamo de $ 20 000 a cuatro afos con un
8 ! 12% anual. interés del 14%?
S i Si queremos pagarla en 24 mensualidades, ¢a -¢Y si queremos amortizarlo mensualmente?
|
|

cudnto ascenderd el recibo mensual?




Operaciones con funciones

En el conjunto de las funciones reales de variable real pode-
mos definir diversas operaciones.

Adicién
La funcién suma de fy g es la funcidn que

asigna a cada ndmero real x la suma de las
imagenes por la funcion f 'y por la funcion g:

frgxo(f+e)(0=f)+8X

Multiplicacion
La funcién producto de fy g es la funcion
que asigna a cada numero real x el produc-
to de las imagenes por la funcion fy por la
funcion g:

frgxe(fra)=f®-8X

W Tabla 17

e Una sucesién de nimeros reales es un conjunto
de numeros reales en correspondencia con el
conjunto de los nimeros naturales. Cada uno de
ellos se denomina término de la sucesion.

e La expresidon de un término cualquiera de una su-
cesion en funciéon del lugar que ocupa se deno-
mina término general.

e Una progresion geométrica es una sucesion en
la que el cociente entfre un término cualquiera,
excepto el primero, y su anterior es una cantidad
constante. Esta cantidad constante se llama ra-
z6n de la progresidon y se representa por r.

* La expresion del término general de una progre-
sion geométrica es:
— .01
a=a r
e Laexpresidon de la suma de ntérminos de una pro-
gresiéon geométrica es:

an-r-al
S="0 " %1 o S =
n r_1 n

a (r"-1)
r-1

e La expresidn del producto de n términos de una
progresién geométrica es:

P =+(a a)"
n 1 n:

e La infterpolacién de términos geométricos es el
proceso de colocar un cierto nimero de términos
entre dos dados, ay b, de manera que resulte una
progresién geométrica de extremos a 'y b.

Sustraccién

La funcién diferencia de f y g es la funcion
gue asigna a cada ndmero real x la diferen-
cia de las imagenes por la funcién fy por la
funcion g:

f-g:xp(f-8) ®0=fX-8KX)
Division
La funcién cociente de f y g es la funcion
que asigna a cada ndmero real x el cocien-
te de las imagnes por la funcién f y por la
funcion g:

S H(Lj _f®
g.x g (%) g(x),g(x)io

* Larazén de la progresidon geométrica que resulta
al inferpolar k términos enfre ay b es:

, b
r= —
)

e El inferés simple i que obtenemos a partir de un
capital C con un interes i expresado en tanto por
unoy alo largo de n anos es:

[=Ci'n
¢ El capital final C_que se obtiene al depositar un

capital inicial C a un fipo de interés compuesto i
expresado en tanto por uno durante n Anos es:

C.=C-(1+i)

e La TAE es el tipo de interés anual real correspon-
diente a un determinado tipo de interés, i, cuando
los periodos de liquidacidn, n, son inferiores a un
ano:

TAE = (1+L) -1
n

* Elcapital final C; que se obtiene a partir de cada
anualidad de capitalizacion a, del tipo de interes
anual i en tanto por uno y el tiempo n en anos, es:

a(@+d)"[@A+iD)m-1]
f_ .
i

e Lacuota anual de amortizacion a de un préstamo
C. a un tipo de inferés i expresado en tanto por
uno y a un plazo de n anos es:

C-i
C1-(14D)T
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Problemas resueltos ©

1. Halla la progresion geométrica de la que conocemos el término a, = 32 y en la que la diferencia entre el

sexto y el quinto término es 64.

* Los datos del enunciado son:
a,=32ya,—a =64
e Expresamos cada uno de los términos en funcién
del primero y de la razén:

a r*=32 }
5.9 13—
a-r°-a-r 64
-Obtenemos un sistema de ecuaciones.

* Resolvemos el sistema. Para ello, despejamos a, de
la primera ecuacion y sustituimos en la segunda:

32:1r2-32-r=64

r’-r-2=0
1+V1+8 143 2
r= = =
2 2 ~ -1

e Para cada valor de r, hallamos el valor de a,
correspondiente:

r=2=a =>4
La progresion geométrica es: 4, 8,16, 32, 64,128, ...
r=-1= a =-32
La progresidén geométrica es: -32, 32, -32, 32, -32,
32, ..

Existen pues dos progresiones geométricas que verifi-
can las condiciones del enunciado.

2. Calcula el valorde x si 3x - 1; 1 - 2x y 2x - 5 son términos consecutivos de una sucesion aritmética.

Siendo una sucesidn aritmética, entonces es posible
relacionar dos de los tres términos de la sucesion,
para determinar la diferencia. Relacionando los tér-
minos a, y a, tendremos:

d=a,-a,

d=2x-5-(1-2x)

d=2x-5-1+2x

d=4x-6
Ahora también podemos relacionar los términos a, y
a,, debido a que la diferencia es la misma que en el

T

3. Hallaf+gy(f+g) <—> considerando las funciones sen : X = f(x) =senx; g: X g(x) =1+x

2

andlisis anterior entre a, y a,, entonces:

d=a,-a,

d=1-2x-3x-1)

d=1-2x-3x+1)

d=-5x+2
Debido a que las dos diferencias deben ser iguo-
les, se establece la ecuacion:

4x-6=-5x+2

8
Resolviendo la ecuacion: 9x =8 entonces x = 9

f+g:xw(f+g)(x)=senx+1+x= Ahora (f+g)(g>= sen (E) 14 <;>

2

a3



y problemas

D Andlisis de funciones inyecti- b. Ty
vas, sobreyectivas y biyectivas.
20
1. ¢Cémo identifica una funcién inyectiva, utilizan-
do los métodos algebraico, numérico y grafico?
2. Verifica si las siguientes funciones son inyectivas,
utilizando el andlisis algebraico. /
o.g:x-—>g(x)=-4x-% 0
b.fixe fX)=-x2+7
c. h:xeh(x)=2vx+3
d fixe f(x) =-x+2x "
X c 10(Y
e. f:X'—)f(X)=?+3
3. Verifica si las funciones anteriores son inyectivas,
utilizando el andlisis grafico y la tabla de valores. 5
4. Analiza la sobreyectividad de las funciones defi-
nidas de R » R gue se detallan a continuacion,
utilizando los métodos algebraico, grdfico y de >
andlisis de valores. -5 0 5
a f:xem f(x)=x-10
b. f:xe f(x)=vx-1
o fixm fO=-x+>
4 d A
d fixe f(x)=Ix+4l 10|Y
e fixpf(xX)=4-vx+2
_ 3
f.f.x-—>f(x)—x_2 c
5. Analiza las siguientes graficas y determina si son
funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.
Argumenta fu respuesta.
. —»>
a. Wy -5 0 X
0
-5

v

-20 0\/ 20
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6. Responde V si es verdadero o F si es falso, ana-
lizando los siguienfes incisos y justificando su
respuesta.

a. Todas las funciones inyectivas son biyectivas.

b. Sea la funcidén f:A—B, serd sobreyectiva
cuando el Rec (f) = A.

c. Todas las funciones biyectivas son inyectivas.

d. Si se inferceptan dos puntos entre la curva de
una funcién con una linea horizontal, la fun-
cién es inyectiva.

e.Algunas funciones inyectivas son sobreyectivas.
f. Toda funcién biyectiva es sobreyectiva.

7. Sean fixe f(x)=x*-3,g: x> g(x)=2x+8yh:

x ~ h(x) = 4x3+ 3. Determina.
a (f+03)

b.g+h

cf-g

. (g-h)( 3

o (D®+®c

8. Halla la funcién suma de cada par de funcio-

nes. Luego, defermina su dominio.

a fixp fx)=3xg:xgxX)=x*-4
b.f:XHf(x)=;—4;g:XHg(x)=x+2

c fixp fx)=vx-1,g:x—gx)=vx+3

5
x+5

dfixp fx)=-x+3;g:xpgx) =

e fixp fX)==x2-Xg:x->gxX)=x-2

f. fixe f(x)= ?;33

2
gixm g = T

Q. Contesta las siguientes preguntas, analizando

las funciones y las operaciones respectivas:
fixpfx)=4x-4;g: x> g(X) = VX + 2;

h:x e h(x) = X12

a. Los dominios de <£> y (

h > ¢Son iguales?

=

Explica.

b. ¢Es el dominio de (f - g) igual al dominio de
(f - g)? ¢Por qué?

c. Los dominiosde (f+g)y (£> . ,Soniguales?
¢Por qué? &

d. ¢Es el dominio de gigual al dominio de (g +h) ?
¢por qué?

e. Los dominios de (§> y (%) . ¢Son iguales?

Explica.
1
x+2

10. Dadas las funciones f:x+~ f(x)=
g:x P g(x) =x-2.Halla.

a (feg) )=
b. (gof) ()=

B Composiciéon de funciones
1. Sean f:x+ f(x)=3x*-2;g: x> g(x)=2x*-5yh
:x - hx)=+/(x + 2). Halla.
a. (feg)(®)
b. (he f)(3)
c.(fe)(2)
d.(he /()
e.(fog)(-3)

12. Determina (f o g)(x) vy (ge° f)(x) para cada par
de funciones.

a. fixe fX)=4x+1;g:x~ g(x) =3x

b.f:xn—>f(x)=VX-5;g5X'—>g(X)=§

c fixp f(x) =2x+4vx; g:x - g(x) = 9x?

X

dfixe fx)=14x+4g:x—gx) = 7

e fixem f(x)=4x%;g:x 0 g(x) = 2Vax
f.f:xt—)f(x)=%;g:xv—>g(x)=x-2

13. Verifica si la funcién f es inversa de g demos-
tfrando mediante la composicidn de funciones.

a fixe f) =277

yg:xmg(x)=4x -3



b. f:x - f(x) =X31

Cfixmf)="—vygixrg® =

_ 1
==y vgxrg =77

3x+5 X-3

vl

2x+ 3

d.f:XHf(X)=XX-|:21 Yg!X'—’g(X)=X+1

D Progresiones

14.

15.

16.

17.

Escribe los elementos de la progresion aritméti-
ca que se describe a continuacion.,

a.Sita,=3, d=3,n=2

b.d=-2;a,="5n=4

21

c.a,=10,a,= 5 n=>5
J— —_— J— 1 J—
da=42a-= 5,d= E,n— 6
1

e.a=6a= 5,d= o n=38

21 3
f.a=12,a= - d= g’ n==6

Determina la variable que se indica en la dere-
cha, considerando los elementos de las expre-
siones: férmino n-ésimo y suma de una progre-
sidn aritmética.

a.a=9,n=8,d=2;a

b.n=6,d=-7;a=90;a
c.a=2,a=14,n=7;S,

d. Sn= 0,n=9, a= 16; a

e.a=9,d=-3,5S =0;n

Hemos suscrito un plan de ahorro a seis anos
por el cual cada ano depositamos $ 1800 en
régimen de capitalizacién compuesta al 9,25%
anual. (Qué capital tendremos al cabo de los
seis anos?

Una computadora cuesta $ 2100. Si un joven ha
estado ahorrando $ 220 cada trimestre duran-
tfe dos anos en una libreta que da el 8% anual,
¢podrd comprarse la computadora al cabo de
los dos anos?

20.

21.

22.

23.

24,

. Una persona contfrata con una enfidad de segu-

ros, una prima anual de $ 800 para un plan de
pensiones. Si se jubila dentro de 18 anos, (qué
capital fendrd si la aseguradora lo capitaliza al
12%7

¢{Qué importe total deberemos devolver por un
préstamo de $ 30 000 al cabo de tres anos y
con un inferés compuesto del 14% anual si lo
amortizamos anualmente?

Una compahia de seguros prevé a un asegura-
do 30 anos mds de vida. Este ha contratado un
seguro de vida de $ 100 000. ;Qué cuota anuall
debe pagar si se capitaliza al 8%?

Pedimos un crédito hipotecario de $ 100 000
al 5,5% de interés compuesto anual. Sabiendo
que sdlo podemos pagar una mensualidad de
$ 900, (durante cudnto tiempo deberemos pa-
gar el crédito?

Halla las dos cantidades a,a,n, d, o s, que fal-
tan en cada uno de los problemas.

a.a,=13,5,a=26,5 =118,5
b.n=6,d= -7;a,=90;a
c.a=2,a=14,n=7;S_

d.S =0,n=9,a=16;a_
Resuelve.

a. Determina el quinto y sexto término de |a pro-
gresiéon aritmética : 8x - 12,9x - 7,10x -2y
11x + 3,..

b. Determina los valores de ay b, siendo: los tér-
minos : a + 2b, 3a + 5b, - a - 2b elementos
consecutivos de un progresién aritmética.

Resuelve los problemas.

a. Un comisionista cobra por articulo vendido un
valor econdmico a razén de $ 0,25 el primer
articulo, $ 0,40 el segundo, $ 0,55 el tercero,
y asi sucesivamente. ¢Cudntos articulos logra
vender, si el fotal de ventas es de $ 33,507

b. Maria ingresa a un plan de ahorro mensudl,

cada mes ahorra $ 20 mds que el mes ante-
rior. Si el plan dura un ano, y al final sus aho-
rros suman $ 1 680. Determina.

* ¢;Cudnto ahorré el primer mes?
e Y ¢el dltimo?.

cion
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A . .
£/ Para finalizar

0 Responde V si es Verdadero o F si es falso, @ Subraya la respuesta correcta segin co-
segun corresponda. rresponda:

* ;Cudl de las siguientes funciones es la in-

versa de la funcién f:x - f(x)=x*+47?

a. Las funciones inversas se verifican me-
diante el concepto de composicion de

funciones. agixe g(X) _ m

b. Todas las funciones tiene inversa.
, , b.g:x - g() = VX - 1

c. El quinto férmino de la progresion: 2, 1,

1l es 1 . c.g:xpgx)=vx+1

2 4

dg:xrgx)=1-x°

d. La funcién inyectiva se verifica grafica-

mente por un punto de inferseccién con @ Con la siguiente funcion: f:x - f(x)=4x-5

la linea vertical. a. Determina si es inyectiva algebraico-

mente.
@ ¢Cudl de las siguientes funciones es la in-

versa de la funcion f : x = f(x)=3x - 27 b. Realiza la representacion grafica.
X c. Determina |a inversa.

a.g:xPgX)=—+2 d. Determina f! (x).

bogix o g(x) = = ‘; 2 e. Determina f1° 1 (3).
<. f. Sig(x)=-x*-1,Halla f + g.

C.gixrgx)=""7 g. Determina el dominio de f - g.

do: _2-x

grxrg(x) = 3 O En la progresion : 2x - 5; 3x - 2; 4x + 1; 5x + 4.
Caicula.
O Determinai si las siguientes funciones son bi-
y‘;(:fh/(]s; en Ccaso C]ﬁrrT\(]ThV(), (iGBfEBrrT]h1<J I(] qa. L(] (j”%;ﬁer\cj(] Ear‘|(] F)nag;re;skjrm

inversa.

5x b. El quinto y sexto término.
a.h:x~ h(x) S A

0® 000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000,

b.fixm f(x) =3x"-2 c. La suma de los 6 términos

AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevaluate en tu cuaderno:

* Trabajo personal * Trabajo en equipo

¢Cémo ha sido mi actitud ~ ¢He cumplido  ¢Qué aprendi en esta ¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
frente al frabagjo? mis fareas? unidad? companeros y companeras? de los demds?

* Escribe la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor sugerencias para

mejorar y escribelas.

B
© 00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°°
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® 00 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 eeecccccecc’
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ZONA

El denominado interés compuesto es una pro-
gresion geomeétrica. Comparemos varias inver-
siones con diferentes intereses compuestos, o
progresiones geomeétricas:

ANO | Interés | Interés Interés Interés
4% 6% 8% 10%
1 100 100 100 100
5 116,99 146,41
10 142,33 235,79
20 210,68 611,59
30 311,87 1568,31
40 461,64 2011,53 4114,48
50 683,33 1737,75 4342,74 | 10,671,90

En el quinto ano, las diferencias no parecen
muy grandes pero a medida que van pasando
los anos, pasan a ser enormes.

Este fema, el crecimiento futuro de las inversiones
es absolutamente clave para un inversor. Es muy
comun comparar dos inversiones Unicamente por
la rentabilidad que se va a obtener el primer ano y
ni siquiera considerar la posible evolucion futura de
cada una ellas a largo plazo. Sin embargo, para un
inversor de largo plazo, el primer aho es el menos
importante de todos. La clave estd en el crecimien-
to futuro que vayan a tener cada una de las alterna-
tivas que estd considerando.
http.//www.invertirenbolsa.info/articulo_progresion_geo-
metrica_interes_compuesto.htmt

FUNCIONES
u ETETEN

¥ SENTIDO CRITICO

En los torneos de tenis, es evidente |la potencia
de dos, ya que se realizan cuadros de enfren-
tamiento con la siguiente dindmica: En la final,
se enfrentan dos jugadores; en la semifinal hay
cuatro; en los cuartos de final hay ocho jugado-
res. Asi, en cada ronda adicional la canfidad de
jugadores se duplica. Si el forneo fuviera 25 ron-
das, podrian participar casi todos los habitantes
de Espana, y son suficientes 33 rondas para que
participen todos los habitantes del planeta.

Un doctor en Microbiologia...

Podria calcular el crecimiento de cierto tipo de
bacterias, considerdndolas como un crecimien-
to constante (reproduccién por biparticiéon),
colaborando de esta forma con programas de
prevencién y control de epidemiologia en los
hospitales y laboratorios.

http://goo.gl/jK89IM

http://goo.gl/ooqUFH
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L Ju Funciones
Trigonométricas

CONTENIDOS:

1. Medida de dngulo forma compleja e
incompleja
1.1. Medidas en el Sistema Internacional
1.2. Equivalencia entre grados y radianes
2. Las funciones trigonométricas

2.1. Grdfica de la curva trigonométrica
seno

2.2. Grdfica de la curva trigonométrica
coseno

2.3. Grdfica de la curva trigonométrica
tangente

2.4. Grdfica de la curva trigonométrica
cosecante

2.5. Grdfica de la curva trigonométrica
secante

2.6. Grdfica de la curva trigonométrica

cofangente

2.7. Relacién grdfica de las funciones seno y
cosecante

2.8. Comparacién de las caracteristicas de las
funciones seno y cosecante

2.9. Comparacién gréfica de las funciones
coseno y secante

2.10.Comparacién de las caracteristicas de las
funciones coseno y secante

2.11.Comparacién gréfica de las funciones
tfangente y cotangente

2.12.Comparacién de las caracteristicas de las
funciones fangente y cotangente

Uso de las TIC para graficar funciones (Calcu-

ladora Grdfica Desmos)

3.1. Transformaciones e interpretacion de
funciones




En Internet

La optimizacién de funciones es un tema
recurrente en varios dmbitos. En la pdgina
http://bitly/1z1cp6H encontrards dos posibles
soluciones a problemas de optimizacién de
fransporte.

EN CONTEXTO

Computadoras y medicina

Las computadoras utilizan trigonometria
para establecer las sombras y colores de
las imdagenes en la pantalla. Un sistema lla-
mado triangulacién define la forma del ob-
jeto y utiliza funciones trigonométricas para
establecer los colores de las imdgenes.
Este proceso tiene usos significativos en la
medicina. Las mdqguinas de resonancia
magnética escanean fu cuerpo y muestran
la imagen a color en una pantalla de com-
putadora. Los profesionales médicos utilizan
los resultados para determinar la causa y lo-
calizacién de cdnceres y tumores.

http://goo.gl/I3Apa9
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mFig. 1. !

B—

Las calculadoras cientificas
poseen latecla m , que nos
permite fransformar la expre-
sibn compleja de un angulo
en su incompleja y viceversa.

Asi, para calcular, por ejem-
plo, la forma incompleja de
2° 15' 5" tecleamos:

(2 o i ] s o) s e

En la pantalla de la calcula-
dora aparece

(22573889 .

la forma incompleja que bus-
camos.

Para pasar de la forma in-
compleja a la compleja, usa-

mos las tecla [ y B

Asi, para obtener la forma
compleja de 16,38° tecleamos:

BOBEEBODCEIMNE

Enlapantallade la calculado-

ra opcrece[ 16°22°48°

Este resulfado debe interpre-
farse como 16° 22' 48",

~

. MEDIDA DE ANGULOS

Siempre que medimos una magnitud, debemos tomar una
unidad. Existen varias unidades de medida de angulos. Las
mdas ufilizadas son:;

* El grado sexagesimal, gue con sus submultiplos, el minuto
y el segundo, constituyen el sistema sexagesimal de medi-
da de angulos.

* El radidn, que es la unidad de medida de dngulos en el Sl.
Medidas en el sistema sexagesimal

La unidad fundamental de medida de dngulos en el siste-
ma sexagesimal es el grado sexagesimal (°) que, como sa-
bes, es la razdén 1/90 parte de un dngulo recto (fig. 1).

Para medir dngulos pequenos, utilizamos los submultiplos
del grado:

1 minuto (1") = 6—10 de grado

1 segundo (1") = % de minuto

El paso de unas unidades a otras se efectia segun el si-
guiente esquema:

x 60 \4 x 60 v
Grado (°) Minuto () Segundo (")
A A

. 60 60
Forma compleja y forma incompleja

Una medida angular en el sistema sexagesimal puede venir
expresada en una uUnica unidad (forma incompleja) o en

varias (forma compleja).

Expresemos en forma incompleja de segundos

35°17'26".
35°=35°" 361000 =126000"
17'=17"- = 1020"

126000" + 1020" + 26" = 127046"

Expresemos en forma compleja 32046".

32046" | 60

2040” 534' | 60
246" :
o 54 8° 32046" =8°54'6"

AAA

N



1.1. Medidas en el Sistema Internacional
Como hemos dicho, la unidad de medida de dngulos en el Y TAMBlEN @

Sl es el radidan (rad). Para definirlo, procedemos del siguiente
modo: Sistema centesimal
Ademds de las unidades

¢ Trazamos una circunferencia de radio B del sisterna sexagesimal y

arbitrario y marcamos un radio OA. los radianes, existen ofras
unidades de medida de

e A partir del punto A toonamos un arco A angulos: el grado, el minufo y

AB de longitud igual a la del radio. el segundo centesimales.
) Un grado centesimal (1g)

* El dngulo central AOB que abarca el es la centésima parte de un

arco AB mide un radidn. W Fig. 2. angulo recto.

Sus submultiplos, el minuto y
el segundo, se definen como

Un radidn es la medida del angulo central de una cir- sigue

cunferencia que abarca un arco de longitud igual a la
del radio.

1
1 minuto (1™) = —— de grado

1.2. Equivalencia entre grados y radianes 100

1 .
Como la longitud de la circunferencia es 2 i r, esta contiene 1segundo (1°) =7 de minufo

2 it veces la longitud del radio. Por tanto: . .
Asi, el paso de unas unida-

360° = 21 rad des a ofras se efectua segun
el esquema.
Esta equivalencia permite pasar de grados a radianes, y Vi- % 100 % 100
ceversa, como se muestra en los siguientes ejemplos.
—————————————————————————————————————————————————— ~. Grado(?) Minuto(™) Segundo(®)
Expresemos en radianes el dngulo a = 25,3°, \
Escribimos la equivalencia entre grados y radianes en forma de :100 :100

|
|
|
' 2 |
factor de conversion, de manera que aparezcan los grados en el I . _
denominador: | La ventaja de este sistema

|

|

|

|

|

es que la transformacion de

21t rad 25,31 una expresién compleja a
25,3°- 360° 180 0,44 rad ] incompleja, y viceversa, es
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ~7 automdtica. Observa:;
- N 48,52168 <> 488 52™ 16°
- Expresemos en el sistema sexagesimal el dngulo B =% rad \:
o Escribimos la equivalencia entre grados y radianes en forma de |
g- factor de conversién, pero ahora de manera que aparezcan los |
@l 'adianes en el denominador: |
— |
L o |
51 rad - 360 — 75o |
12 2mrad )
f 4 >
Pl Expresa en forma incompleja de segundos: 3. Expresa en radianes los siguientes dngulos: 2} -
! : 5
i a.a=38°25"12" b.a=5°12"'23" a.57°15'32" b. 45,84° c.65°34'2" d. 15,65 S
| g
[ - 8
: 2. Expresa en forma compleja: 4. Expresa los siguientes dngulos en el sistema 3
| a. a=324752" C. a=45563" sexagesimal. Escribe el resultado en forma 8
| b.a=124568"  d.a=5652 compleja. | 5
| o
: a =" rad b, 1,43rad c. X rad d. ST rad |
\ 3 8 6 |

e e



2. LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Los términos seno, coseno y tangente los hemos escuchado dentro del compendio formal de trigono-
metria, utilizindose los cocientes de cada funcidn para resolver tridingulos rectangulos.

En el gje horizontal, disponemos la variable independiente (x), cuyos valores ingresados son medi-
das de dngulos, en radianes y en grados, para contribuir en la comprension. Mientras que en el eje
vertical, ubicamos los valores que se obtiene luego de ingresar los datos en la funcidn, los mismos
gue son valores numéricos expresados en la forma racionalizada, que son elementos de la variable
dependiente (y).

VA
2.1. Grdfica de la curva trigonomeétrica seno o
Funcién seno 1 """
Veamos cémo podemos definir una funcion que asigne al valor de sen (a)
un angulo, medido en radianes , el valor de, por ejemplo, su seno. < a >
Observa la figura. Dado un dngulo a, el valor de su seno viene 0 X
dado por la ordenada del punto P.
La funcién que asigna a la variable independiente x (x es a en radianes
en la siguente tabla) el valor f(x) = sen (x) se llama funcion seno.
M Fig. 3. v

En esta ocasidn, analizaremos las caracteristicas particulares que presenta la funcién seno, definido
por f(x)= senx, revisando la tabla de valores y representacion grafica en un periodo fomado desde
0a2m(0a360°).

0 e T 3—“ 2T
2 2

Valores de X

(grocrjos) 0° | 30° | 60° | 90° 120°  150°  180°  210° | 240° | 270° 300°  330° 360°

f(x)=senx 0 1 |v3 L V3 | 1 0 1 V3 1 V3| 1 0
2 2 2 2 2 2 2

X, sen (X 3\ (m V3 \/5mn 1 7 1\/ 4 3\ (3m _

O Confe )it e N T Hhen(2- B

M Tabla 1.

W Fig. 4

Una funcién f es periddica de periodo T si existe un ndmero real positivo T tal que, para cual-
quier x del dominio de f, se verifica: f (x+T) = f (x)

Prohibida su reproduccion

Si T es un periodo de la funcidn, también lo serd un multiplo cualquiera de T. Al minimo valor de T que
cumple la definicién anterior se le llama periodo fundamental.

Las curvas tfrigonométricas tienen la particularidad de ser funciones periddicas, en la ilustracion se

———1 muestra el andilisis de un periodo horizontal (2m).
: 60



Caracteristicas de la funcién trigonométrica seno

A continuacién, describimos las caracteristicas de la funcién, seno definido por f(x) = sen(x)

Ademads de las caracteristicas descritas, analizaremos los intervalos de monotonia (creci-

sen:x ~ f(x) =sen (x)
Dominio: Los nUmeros reales
Recorrido: [- 1; 1]

Intersecciones con el eje horizontal x: (0,0), (1r,0), (21,0)...

Intersecciones con el eje vertical y: (0, 0)

Es una funcién continua.

La funcién es simétrica con respecto al origen.
No presente asintotas.

No es una funcién inyectiva.

No es una funcidn sobreyectiva.

—,1

Mdximo relativo: <n >
2

Minimo relativo: (3_11 _1>
2 )

M Tobla 2.

miento y decrecimiento) y concavidad en la siguiente tabla.

Cuadrante

I1
I11
IV

Variacién eje horizontal =~ Variacion eje vertical Concavidad
x) )
Entre 0 q % Crecede 0al Céncava hacia abajo
Entre %O - Decrecede 1 a0 Cdéncava hacia abajo
Entre Tt G 32_1'[ Decrece de 0 a -1 Céncava hacia arriba
Entre 32_7[ aomn Crecede-1a00 Cdéncava hacia arriba

La grdfica de la funcién y = sen (x) , descrita en mds de un

periodo, que constituye una cima y un valle.

4

5. Representa graficamente, sobre papel milimetrado, tres perio-

>

dos de la funcién sen: x = f (x) =sen x en el infervalo [0, 6.

W Fig. 5.

M Tabla 3.

http://goo.gl/SBc3e7
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2.2.Grdfica de la curva trigonométrica coseno
A la funcién coseno se denota con cos.

Examinemos ahora las caracteristicas particulares que presenta la funcidén coseno definido por
f(x)= cos x, indagando la tabla de valores y representacion grafica en un periodo tomado desde 0
a 2m (0 a360°). y 4
Funcién coseno P
Vamos a definir ahora la funcién que asigna al valor de un dngu-
lo, medido en radianes, el valor de su coseno.

Dado un dngulo a como el de la figura, el valor de su coseno vie- (o

ne dado por la abscisa del punto P. 0 Cos X

ok 4

La funcién que asigna a la variable independiente x (x es a en rad
en la siguiente tabla) el valor f{(x) = cos x se llama funcion coseno.

W Fig. 6. v

Valores de X

0° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°

(grados)
f(x)=cos x . ‘/_3_ 1 0 1 _\/_3— 1 _\/_3_ 1 . L \/_3— .
2 2 2 2 2 2 2
o e Y YN T (5T
(32“ 0) ( L %):(%'73) (2m1)
Representacién grdfica de la funcién coseno en el intervalo (0;27) B Tabla 4,

y

y = cos (xX)
Mdaximo
relativo

Mdaximo

relativo

v

Minimo
m, -1
W Fig. 7. 2+ relativo

y=cos (x) Caracteristicas de la funcién trigonométrica coseno
Mdaximo Mdximo
relativo relativo cos: X = f(x) = cos (x)

Dominio: Los nUmeros reales
Recorrido: [- 1; 1]
o Infersecciones con el eje x: ( i ) y (311 )

—,0
2

5 Intersecciones con el gjey: (0, 1)

6}

[$] 'z '

3 1. Es una funcidon continua.

2 Minimo > o :

o relativo La funcion es simétrica con respecto ala recta, x=0 o con respecto al gje y.
g z No presente asintotas.

s}

e

= Fig. 8. No es una funcidn inyectiva.

No es una funcidn sobreyectiva.
Maximo relativo: (0, 1) y (2m, 1), ...

62 l B Tabla 5. | Minimo relativo: (, -1), ...



Caracteristicas de variacion de la funcién trigonométrica coseno (crecimiento y decreci-

miento) y concavidad

Cuadrante

[

I

IV

Comparacién grdfica d
Ay =sen(x)
y = cos (x)

Variacién eje horizontal (x)

T
Entre 0 a 5
i
Entre — a
> T

3
Entre ma 7“

Entre 37T[ a2zn

e las funciones seno y coseno

W Fig. 9.

Dominio
Recorrido
Interseccién eje X

Intersecciéon eje Y
Continuidad
Simetria

Asintotas
Inyectividad
Sobreyectividad

Mdximo relativo

Minimo relativo

Infervalos de crecimiento

Infervalos de decrecimiento

Cdéncava hacia arriba

Codéncava hacia abajo

Seno
x € R
y€[-1,1]

(0,0); (m,0); (2m,0), ...

0,0
Si es continua
Respecto al origen
No
No
No

(3.

o5 o5
|57
(m2m), ..
(0,m), ...

Variacién eje vertical (y)

decrecede 1a0

Decrecede 0 a -1

Crecede-1a0

Crecede0al

Concavidad

Coéncava hacia abajo

Cdéncava hacia arriba

Cdéncava hacia arriba

Coéncava hacia abajo

M Tabla 6.
— sen
— COoS
Coseno
x € R
y€[-1,1]
i 3m
$9 4 ().
< 2 L ’
0, 1)

Si es continua

Respecto a la recta x= 0 o con respecto al eje y
No
No
No
0,1y (2m1),..

(m,-1), ...

x € [m, 2]
x € [0, [
T 3m
€ ||=—r ==
xe |33,

X € [0%[ U ]3_;,211]

M Tabla 7.
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2.3. Grdfica de la curva trigonométrica tangente

Analicemos las caracteristicas exclusivas que presenta la funcién tangente, denotado por tan y defi-

nido por f(x) = tan x, analizando la tabla de valores y representacion grafica en un periodo tomado

desde 0 a 2m (0 a 360°).

Funcién tangente

Podemos definir también la funcién que asigna al valor de un
dngulo, medido en radianes, el valor de su tangente.

Dado un dngulo a como el de la figura, el valor de su tangente viene
dado por el cociente entre la ordenada y la abscisa del punto P.

La funcién que asigna a la variable independiente x (x es a en radianes
en la siguiente tabla), el valor f(x) = tan (%) se llama funcion fangente.

m Fig. 10.

A
y
_________ P
1
seh
X >
0| cosa M
. sen «
n T ee—
an @ =-5sa

Valores de X

(grados) 0° | 120° | 150° | 180°  210° | 240°  270° | 300° | 330° | 360°
X)=tan x
f&® 1 ‘/?3_ V3 | N.D. \/3_‘%3_ 0 ‘/?3_ V3 | ND \/3_‘/?3_ 0
(%, tan(x)) T s T > 2T (SH \/?>
[T At (=, N.D.): (-2 - N S A | .
{014 3 V3 | 5 NDJ (=55 V3 | ™ 3 f(m 0);
7T \/? . 3_“ S _ . &T _\/?>
(2 ) ) (o (557} (22 T amoy
M Tabla 8.

= Recordemos que:

Caracteristicas de la funcién trigonométrica tangente en el
intervalo [0, 2]

tan 6 =
Cateto adyacente
M Fig. 1.
y = tan(x) 4,
5
4
3
2
1
N f2m 3m /- T m /m 3m [2n >
IR 20| 2 2
3
-4
-5
v
M Fig. 12.

tan: x = f(x) = tan (x)

Dominio: R-{rt/2 + kn / k€ Z}

Recorrido: Los reales

Intersecciones con el egje x: (0, 0); (m, 0) y (2m, 0)
Intersecciones con el eje y: (0, 0)

Es una funcidén continua en los reales salvo en los punto en
los que no estd definida.

La funcién es simétrica con respecto al origen.
Presenta asinfotas en los puntos ( i O) y (311 0)
2’ 2

No es una funciéon inyectiva.
No es una funcién sobreyectiva.
No posee mdximos ni minimos relativos.

Es estrictamente creciente en todo su dominio.
M Tabla 9.



2.4. Grdfica de la curva trigonométrica cosecante

La funcién cosecante es la razén trigonométrica inversa del seno y se simboliza como csc

o cosecy se define csc:x = f(x) = ese(x) = x)

; sen (x) # 0. Veamos las caracteristicas

que presenta f(x)=csc x, examinando la tabla de valores y su representacion grafica en un

periodo que va desde 0 a 2m (0 a 360°)

31‘[
2m
Valores de X
(;rgcrjegs)e 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270°  300° | 330° | 360°
X)= CSC(X
f@=cse® fyp |, 2B 23, np | o2 2B 4 238 5, | wp
3 3 3 3
(% csc(x)) (m N\ (mo o 2V3 N\ \/2m 2V3 N\ (5T 5\ np.
{(O,N.D); 62373 > 1); 3 3 ; (1t; N.D);
11m
7 an _2V3 )\ (3un 4\ (5w _2v3 \(HmT ,
R
Caracteristicas de la funcién trigonomeétrica cosecante en | Tabla 10.

el intervalo [0, 2]

csc:x b f(x) =cscx

Dominio: R- {n.m} conn€ Z

Recorrido: R-]1.-1[

No corta aleje Xnialeje Y

Intersecciones con el eje y: NO

o Minimo relativo 21 n
Es una funcién continua en los reales salvo en los punto en los que no /2 B R 1 X'
estd definida. ! |
2 !
La funcién es simétrica con respecto al origen B !
1
Presenta asintotas en los puntos (0,0); (m,0) y (2, 0) * !
s i
No es una funcién inyectiva.
No es una funcién sobreyectiva. W Fig. 13
- _ _ 3m
Mdaximos relativos: X =
. . i
Minimos relativos: x =——
| Tabla 11.
En la siguiente tfabla se muestra las caracteristicas de crecimiento, decrecimiento y concavidad de
la funcién.
Cuadrante Variacién eje horizontal (x) Variacién eje vertical (y) Concavidad
T 5
I Entre 0 a B decrecede +o al Céncava hacia arriba 9
2
. 8
11 Entre > am crecede 1 a+oo Céncava hacia arriba )
3
31 . . . 3
I11 Enfre T a - crece de -0 a -1 Coéncava hacia abagjo a
-
o
3n ) . . .
I\% Entre - arn decrece de -1 a - Codncava hacia abajo

M Tabla 12



2.5. Grdfica de la curva trigonométrica secante

Ahora, observemos las caracteristicas que muestra la funcién secante, que se denota sec,

y se define: sec: x — f(X) = sec (x) = ; cos (x) # 0. Esta razén frigonométrica es inversa

cos (x)
al coseno. Analicemos su fabla de valores y grafica dentro del periodo indicado. (0 a 360°).

s 311
2
Valores de X 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° 300° | 330° 360°
(grados)
X)=SeC (X
FR=sect) | | | 23 Np | 2 23 4 |23 5, [ Np | o2 2B g
3 3 3 3
(xsec() o1&, (T NDY(2E -2 (5, 2Y3 ) (1
6 3 6 3
7n _2V3 \(4n _,\(3m yo\(5% (nn N‘)
(?, 3 )l( 3 )’ 2):( 2 ’ - » 3 ’ 6 (2 1)}
| Tabla 13.
y = sec (x) Andlisis de la funcién secante en el en el intervalo [0, 2]
: : : : Sec: x = f(x) =sec (x)
1 1 1 1 L s
I I I I Dominio: R - 7+k1‘[/kEZ}
I 1 1 1
: : ' : Recorrido: R-]-1, 1]
, Mininpp relativo M’nimo relafivo, X )
I 1T Tt Mdximo relativa 3m 2m 5m! > | No corfa al eje X
T2 2, 2 2 Corta al eje Y en el punto (0, 1)
: ’ : Es una funcién continua en los reales salvo en los punto en los que no
o i estd definida.
1 -4
1 . : La funcién es simétrica con respecto al eje y
' ! ) T 3n
| Fig. 14. Presenta asintotas en los puntos (7 ’ > Y (7 , ) ’
No es una funcién inyectiva.
No es una funcién sobreyectiva.
Mdximos relativos: x = Tt
Minimos relafivos: x=0 y x= 21
M Tabla 14.
Caracteristicas de crecimiento, decrecimiento y concavidad de la funcién
Cuadrante Variacién eje horizontal (x) Variacion eje vertical (y) Concavidad
- I Entre 0 a % crecede 1 a +oo Céncava hacia arriba
3 i
481 II Entre S am crecede-oal Cdéncava hacia abagjo
0
é 11 Entre ta 37“ decrece de -1 a -o Céncava hacia abajo
s}
g 31
I\% Entre > a2n decrece de +0 a1l Céncava hacia arriba

MW Tabla 15.




2.6. Grdfica de la curva trigonométrica cotangente

Es la funcidn frigonométrica inversa a la fangente se denota con coft y se define: cot (x) =

cos (x)
sen (x)
tacioén grafica y a su tabla de valores durante el periodo designado.

; sen(x) # 0. Observemos las caracteristicas que presenta en relacién a su represen-

z/;,fée;;ex 0° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
f(x)=cot(x) |ND | V3 _‘E 0 _‘/E V3 ND 3 _‘E 0 _\E -Jy3 ND

{(o, N-D):(l'\/?) g g) (% 0>;(23_T["g>; (56_T[\/?> (m, N.D);

6
(%, cot(x)) <76_n 3)(43_11,_%);(32_11'0)(%3,%)(%,-@)(zn,N.D)}

Andlisis de la funcién cotangente en el en el intervalo [0, 2] B Tabla T6.

cot:x P~ f(x) = cot (x)

Dominio: R- {kmt}, conk € Z y = cot (x)

A
Recorrido: R

No corta al eje Y

Now A,

i 3n
Corta al eje X en el punto (7 > y (2 0)

=

Es una funcién continua en los reales salvo en los puntos en
los que no estd definida.

La funcién es simétrica con respecto al eje origen.
Presenta asintotas en los puntos (0, 0); (m, 0) y (2m, 0)
No es una funcion inyectiva

No es una funcion sobreyectiva 5
No fienen mdximos ni minimos relativos

Es estrictamente decreciente en fodo su dominio. W Fig. 15.
M Tabla 17.
6. Representa graficamente, sobre papel mili- 8. Representa grdficamente, sobre papel
metrado, cuatro periodos de la funcidn csc: milimetrado, tres periodos de la funcion
x+f(x) = csc (x) en el intervalo [0, 6. f(x) = secx en el intervalo [0, 61].

9. Representa graficamente, sobre papel mi-
limetrado, dos periodos de la funcién cot :
x b f(x)= cot (x) en el infervalo [0, 4m].

7. Representa grdficamente, sobre papel milime-
tfrado, dos periodos de la funcidn

tan : x = f(x) = tan x en el intervalo [0, 4.
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2.7 Relacion grdfica de las funciones seno y cosecante

y=sen (X) °
4

Mdximo relativo

Minimo relativo

W Fig. 16. 5

(sen)

(sen)

2.8. Comparacion de las caracteristicas de las funciones seno y cosecante

Dominio
Recorrido
Interseccién eje X
Interseccioén eje Y

Continuidad

Simetria
Asintotas
Inyectividad
Sobreyectividad

Mdximo relativo

Minimo relativo

Intervalos de crecimiento
Infervalos de decrecimiento
Coéncava hacia arriba

Codéncava hacia abajo

Seno
XxER
y €[-1,1]
(0,0); (m,0); (2m0)
(0,0)

Si es continua

Respecto al origen
No
No
No

51)
&)

x € [0, /2] U [31/2, 27|

X € |m/2,3m/2(
(m 2m)
(0,m)

Cosecante
x€ER-{nm},conn€Z
yeER-]1,-1]

No
No

Si es continua a excepcion
de los puntos en los que no
estd definida.

Respecto al origen

(0,0); (m, 0) y (21, 0)
No
No

-

(3 1)

X € [n/2, [V ]m, 3m/2]
X €10, m/2[VU]3m/2,2n|
(0,m)

(m 2m)

H Tabla 18.



2.9. Comparacién grafica de las funciones coseno y secante

i A y (] (] (]
y =sec (x) | I | | cos

I | ol |
| | Ico\l Minimo I — e
| 1 ol relativo 1
| | ol |
I I 21 I
I |% 21 !

o ! 0 | | | L

2 ) 3m Jsm X

4 2 2

m Fig. 17,

Mdaximo
relativo
(sec)

2.10. Comparacién de las caracteristicas de las funciones coseno y secante

Dominio
Recorrido

Interseccioén eje X

Interseccién eje Y
Continuidad

Simetria
Asintotas

Inyectividad
Sobreyectividad

Mdaximo relafivo

Minimo relativo

Intervalos de Crecimiento
Infervalos de Decrecimiento

Coéncava hacia arriba

Cdéncava hacia abajo

Coseno
X ER
y€[-1,1]

2 0);

(0,1)
Si es continua

Respecto al eje y
No
No
No
(0,1)y(2m 1)
(T[,-l)
X € [-1/2, 0] U [m, 2]
x €10, [ U ]2m, 5m/2]

z7)
2772

LA NTTELL
<_2'2> <2’2>

2oz

Secante
X €R- {m/2+ km / k € Z}
yeER-]L,-1]
No

(0, 1)

Si es continua a excepcidon de
los puntos en los que no estd
definida.

0) "

Respecto al eje Y

(30 v (7
No
No
(m,-1)
0, Dy(2m1)
x€[0,m/2[U]n/2, | U [2m, 5 /2]
X € |-m/2,0[U]m, 3n/2[VU]3 /2, 2 [

530 ()
22 272
57
2 2

M Tabla 19.
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2.11 Comparacion grafica de las funciones tangente y cotangente
AY

wl

h(x) = tg(x)

| |
I |
I I
I |
I o |
o) | ® |
=4
c I o |
O
0 1 je) I
o3
D o
I 2 I
i) o
ke 1 < I
C [7p]
S, I & I
o ! 3m !
T X

- em mm mm mm mm om e e o e e e e o o e = e o=
no
LR R e R

= Fig. 18.

2.12 Comparacion de las caracteristicas de las funciones tangente y cotangente

Tangente Cotangente
Dominio R-{m/2+kn};, keEZ R-{nm}, conn€Z
Recorrido R R
Inferseccién eje X (0,0); (m,0); (2m0)
Interseccion eje Y (0,0) (% O> Mo <3; ) >
Si es confinua a excepcion = Sies continua a excepciéon
Continuidad de los puntos en los que no = de los puntos en los que no
esta definida estd definida
Simetria Respecto al origen Respecto al origen
Asinfotas (0,0); (m, 0)y (2m, 0)
Inyectividad (% o) Mo (37“ 0> No
Sobreyectividad No No
Mdaximo relativo No No
Minimo relativo No No
Intervalos de Crecimiento Creciente en todo su dominio No
S Intervalos de Decrecimiento No Decrecien’releln 1edo sy
g dominio
5 Céncava hacia arriba x € [0,7/2[ U [m, 31/2[ x €10, 1/2] U n/2, 31/2]
; Codéncava hacia abajo x € |-m/2, 0[U]-1t/2, m[U]31/2, 2] X € [-mt/2, 0[U[-1/2, m[U]31/2, 2T [
5 Puntos de inflexién (0, 0); (, 0); (2, 0) /2, 0); (/2, 0); (31/2, 0)

B Tabla 20.
: 70 I



2. USO DE LAS TIC PARA GRAFICAR FUNCIONES (CALCULADORA
GRAFICA DESMOS)

Es un soffware gratuito en linea, mediante el cual es posible realizar diversas representacio-
nes graficas de varias tipos de funciones.

Entre las caracteristicas de las funciones, presenta las intersecciones en los ejes horizontal y
vertical (acercando el cursor sobre el punto de interés y haciendo clic sobre el mismo), ade-
mds es posible convertir la funcién en la tabla de valores correspondiente. A confinuacion
explicamos la manera de utilizarlo:

A continuacién realizaremos la grdfica de la funcidn seno.
1. Ingresa a google:
https://www.google.com.ec/

2. Escribe «Desmosy.

Prohibida su reproduccion

3. Selecciona Desmos Graphing Calculator haciendo un clic.



4. Luego de dar doble clic, aparecerd una pantalla como esta.

y A

Ingreso de
funciones

5. Como ejemplo, representaremos la funcion:

fixe f(x)=x*+ 4x+ 3, digitando en la pantalla de ingreso de funciones: y = x*+ 4x+ 3.

y=x*+4x+ 3 Presentacién de la gréfica
a. Digita y = x.

b. Activa el feclado ubicado en la esquina inferior iz-
quierda, haciendo clic en el botdn.

c. Clicenlatecla para obtener el exponente 2.

d. Continla digitando el resto de la funcién. + 4x + 3

e. Luego de terminar de ingresar la funcion, aparecera
la grafica en la «pantalla de presentacién de gré-
ficas». Finalmente, para visualizar las intersecciones
solo debemos acercar el cursor a los ejes horizontal y
vertical, y luego, dar un clic.

Aparecerdn las intersecciones en forma de un par
ordenado.

S
O
)

o
[}
3
2

ko)

Ke)

o

H Tabla 21.




Grdfica de la funcidn y: x » y = x* + 4x + 3, en la que se visualiza: las coorde-
nadas de las intersecciones con los ejes y el vértice.

y A Botones de
«alejamiento o ¢
acercamiento»
Zoom
>_
[6]
S
2
[®)]
o
]
[®)]
N
Tecla de funciones: Raiz %
cuadrada, raiz clbica,
exponenciales, trigo-
nomeétricas, etc
>
X

10. Utilizando la herramienta Desmos, determina la grdfica de las siguientes funciones, mostrando las
intersecciones con los ejes.

a. fixef(x)=x*-x-6

b. fixrof)=vx
c fixef(x)=senx+4

https://goo.gl/JZTgcY

=<V
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3.1. Transformaciones e interpretacion de funciones

Las representaciones graficas de las curvas trigonométricas, se ven modificadas cuando la
variable se ve relacionada con alguna operacion; esta correlacion se interpreta mediante:
fraslaciones (verticales u horizontales), reflexiones (eje horizontal o eje vertical), compresion
o alargamiento de las funciones con respecto a la representacion original en su forma bdsi-
ca, es decir sin relacionar las funciones con ninguna alteracion.

Definicidn de una curva trigonomeétrica

Las funciones trigonométricas seno y coseno pueden expresarse de la siguiente forma:
y=psen(gx-r)+syy=psen(gx-r)+s

Donde p, g, ry s son constantes y las variables p y g no pueden tomar el valor de 0.
Traslaciones

Las fraslaciones de las funciones trigonométricas, se evidencian considerando la variable
s, si la variable s, se relaciona con la operacidn suma, este aumento se interpreta con una
tfraslacion vertical en el eje de las ordenadas (eje y), si se tiene:

y=psen(gx+r)+ s — la grdfica se traslada hacia arriba de su posicion original.
y=psen(qgx+r)-s — la grdfica se fraslada hacia abajo de su posicion original.

Observemos las siguientes graficas. v

A

1) y=sin (x)
2)y=sin(x) + 2 5

m Fig. 19.

Como se observa, la funcién: y : x »y=sen x + 2, se fraslada dos unidades hacia arriba, asi
como y : X » y= sen X - 3 se fraslada tres unidades hacia abajo, ambas funciones con res-
pecto a la funcién bdsicay : x = y=sen x - 3.
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En cambio, las fraslaciones horizontales se relacionan, con
Y TAMBIEN:

el signo de la variable r, con una traslacion en el gje de las

abscisas (eje x), si se tiene: Los signos + y -, que llama-
remos signos internos, por el

hecho de encontrarse den-

y = psen(gx + r)— la grdfica se fraslada hacia la izquierda €
fro del paréntesis, se deben

de su posicion original. cambiar para recorrer la dis-
o . fancia segun la constante
y = p sen(qgx - r )= la grdfica se fraslada hacia la derecha (nUmero) que se indica.

de su posicion originall.

Y A
W 1) y=sen (x)
2)y=sen(x+1)

M Fig. 20.

‘Y

Enla funcidny : x » y = sin(x + 1), se mueve una unidad a la izquierda con respecto a la
funcion y = sen(x).

a

% 1) y =sen (x)
2)y=sen (x-3)

m Fig. 21.

Enla funcidny: x =y = sen (x - 3), se mueve tres unidades a la derecha con respecto a la
funcion y = sen (x).

11. Grafica, en papel milimetrado, las funciones bdsica de y : x » y = cos (x), ademds de las
funcionesy:x+~y =cosx + 3yy:x+ y=cos X - 2, explicando las fraslaciones.

12. Grafica, en papel milimetrado, las funciones bdsica de y : x » y = sin (x), ademds de las fun-
ciones y:x—y=sen(x+4)yy:x~y=sen(x-5), explicando las traslaciones.
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Reflexiones

La trasformacion en reflejo se la puede intuir mediantfe la «colocacién imaginaria» de un
espejo sobre 10s gjes.

Asi:

Caso 1: Cuando se incluye un signo negativo antes de la funcion.

y: X+ y=-sen (x) — la grdfica se refleja sobre el eje x.

Observemos la gréfica:
A
Y ,| l.y=sen (x)

«colocacion del espejo»

2.y =-sen(x)

W Fig. 22.

Como podemos observar, la funcién: y: x = y = - sen X, se refleja sobre el eje horizontal (x).
Caso 2: Cuando se incluye un signo negativo antes del dngulo x.
y: X = y=sen (-x) — la grdfica se refleja sobre el eje y.

1.y = sen (x) Y A
2.y =sen (-X)

«colocacion del espejo»

| Fig. 23.

Como podemos observar, la funcién: y: x = y = sen (-x) , se refleja sobre el eje vertical (y).

13. Analiza graficamente las reflexiones en los ejes de coor-
denadas de la funcién y: x » y = cos(x ).

c
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Estiramientos y compresiones verticales
Los estiramientos se caracterizan con el producto de un nimero con la variable p.
Caso 1: Cuando se multiplica por un ndmero mayor que 1.

y = p sen (x) — la grdfica se estira con respecto a los puntos de referencia hacia arriba
y abajo con respecto a los nodos de la funcién bdsica, el nimero de veces que indica la
constante.

Observemos la grafica.

Y 1.y =sen (x)
2.y = 2sen (x)
4
3.y = 4sen(x)
2
-2
W Fig. 24. -4

Como podemos observar, la funcién: y: x = y = 2 sen (X) se estira dos unidades hacia arriba
y hacia abajo con respecto a la funcion bdsica de y = sen (x).

Ademds, de igual manera, la funcién: y: x = y = 4 sen (x) se estira cuatro unidades hacia
arriba y hacia abajo con respecto a la funcién bdsica y: x = y = sen (X).

14. Analiza grdficamente los estiramientos y alargo-
mientos en los ejes de coordenadas de la funcién
y: X B y = cos(x).

15. Analiza lo que deberia suceder con los estiramientos y
alargamientos en los ejes de coordenadas de las funcio- i
nes: y: X =y =-2cos(X) ycony:x e y=-5cos (x). !

|
|
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Las compresiones verticales se caracterizan con el producto entre un nimero fraccionario
y la variable p.

Caso 2: Cuando se multiplica por un ndmero mayor que cero y menor que la unidad.

1 - . . ,
y =75 psen (x) — la grdfica se comprime con respecto a los puntos de referencia hacia

arriba y abajo con respecto a los nodos de la funcidn bdsica, el nimero de unidades que
indica el denominador.

Observemos la grafica.

A

y

0.9 1.y = sen (x)

2.y = ;sen (%)

3.y= %sen (%)

W Fig. 25.

Como podemos observar, la funciones: y: x =y = % sen (x),y: x> y= % sen (x) se com-

primen dos y tres unidades respectivamente, hacia arriba y hacia abajo con respecto a la
funcion bdsica de y: x = y=sen ( x).

16. Dibuja, en papel milimetrado, las compresiones vertica-
les de la funcién y: x = y = cos (x).

17. Andliza lo que deberia suceder con las compresiones
en los ejes de coordenadas de las funciones;
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Estiramientos y compresiones horizontales

Los estiramientos horizontales se caracterizan con el producto de un ndmero con la variable
del dngulo (x).

Caso 1: Cuando se multiplica por un ndmero mayor que 1.

y = p sen (x) — la grdafica se comprime horizontalmente, con respecto a los puntos de refe-
rencia, hacia la izquierda el reciproco nimero de veces que indica la constante con respec-
to alos nodos de la funcidon bdasica (la grafica se hace mds pequena).

Observemos la grafica.

5 A y
A T ELET
2 4 Como podemos observar,

1 la funcidén y = sen(2x), se
comprime el reciproco de
dos, es decir la mitad de ve-
ces, hacia la izquierda con
respecto a los nodos refe-
renciales de la funcién bd-
sica de y = sen (x).

SN

-2

W Fig. 26.

Caso 2: Cuando se multiplica por un ndmero mayor que 0 y menor gque uno (ndmero
fraccionario).

y=1/d p sen (x) — la grd&fica se estira horizontalmente, con respecto a los puntos de referen-
cia, hacia la derecha el reciproco nimero de veces que indica la constante con respecto a
los nodos de la funcidn bdsica (la grdfica se hace mds grande).

Asi tenemos la grdfica: Ay
2

Notamos que

y: Xy =sen % x), se estira

horizontalmente el recipro-

co de % , es decir la dos

veces, con respecto a los
nodos de la funcién bdsica
dey: x » y = sen(x).

W Fig. 27.

18. Dibuja en papel milimetrado las compresiones y estira-

mientos horizontales de la funcidon y: X = y = cos(X).
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VARV AV / /

y: X~y =sen (x) y: X~y =cos (x) y: X~y =tan (x)

RN

X
f

a

>

AT X

M Fig. 28. _
y:x =y =csc(x) y:X =y =sec (x) y:x =y = cot (x)
A
y
2
/_W
1.y =sen (x)
2.y=sen(x)+ 2 -2
W Fig. 29. 3.y=sen (x+4)
4.y =-sen (X)
"g Transformaciones
g y = sen (x) Funcién bdsica
: y =sen (x) + 2 Traslacion vertical
§ y=sen (x+ 4) Traslacién horizontal
g y = -sen () Reflejo

M Tabla 22.



Problemas resueltos ©

1. Expresa en forma incompleja de segundos 86°
45°52”
. 3600" "
86°= 867 - =309 600
45'= 45~ ﬂl)v =2700"
52”
312 352"

2. Expresa los siguientes dngulos en grados.

180°

a. 6mrad 6mrrad- Simplificando 1080°

180°
rad

b. %n rad %mad- Simplificando 240°

3. Expresa los siguientes dngulos en radianes.
o 3600" "
86° = 86™ ™~ = 309600
45'= 45~ ﬂl)v =2700"
52"
312352"
4. Expresa los siguientes dngulos en grados.

a. 6mrad 6mrad- 180 Simplificando 1080°
4 4 180°

b. —mrad —frrad- Simplificando 240°
3 3 rad P

5. Dada la siguiente grdfica, escribe y explica las transformaciones de la funcién bdsica y: x = f(x) = sen x.

A
y

ATNTAN

y:x = f(x)=sen (x)

| Fig. 30. -5

Funcién bésica : f(x) = sen (x)
Funcion desplazada: f(x) = sen (x)+ 4
La grdfica se desplaza 4 unidades hacia arriba.

Funcion desplazada: f(x) = sen (x) - 2
La grdfica se desplaza 2 unidades hacia abajo
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D Funciones Trigonométricas

1. Observa la siguiente grdfica.
A

* Responde las preguntas.
a. Escribe la funcién que representa la grdfica.

b. Escribe el dominio de la funcién asi como el
recorrido.

c. Escribe las intersecciones con los ejes horizon-
tal y vertical, respectivamente.

d. Escribe los md&ximos y minimos que se observan.

e. Escribe los intervalos donde la funcion es
creciente.

f. Escribe los intervalos donde la funcién es
decreciente.

2. Elabora una fabla de valores de x con intervalos
de g desde 0 a 2m.

* Pararepresentar f(x) = tan(x)

3. Elabora una fabla de valores de x con intervalos

de g desde 0 a 4.

* Para representar f(x) = sen(x)

e Redliza la representacion gréficay responde las
siguientes preguntas.

a. Escribe la funcién que representa la grdfica.
b. Escribe el dominio y recorrido de la funcion.

c. Escribe las intersecciones con los gjes horizon-
tal y vertical, respectivamente.

d. Escribe los mdximos y minimos que se observan.

e. Escribe los intervalos donde la funcidon es
creciente.

f. Escribe los infervalos donde la funcién es
decreciente

g. Escribe si la grdfica tiene asintotas. Explica.

5. Grdfica las funciones f(x) =sen(x) y f(x) = cos(x),
utilizando el graficador Desmos.

6. Observa la siguiente grdfica.
A
y

Jury

* Responde las preguntas
a. Escribe la funcién que representa la grafica.

b. Escribe el dominio de la funcién asi como el
recorrido.

c. Escribe las intersecciones con los ejes horizon-
tal y vertical, respectivamente.

d. Escribe los mdximos y minimos que se observan.,

e. Escribe los infervalos donde la funcion es

4. Considerando la siguiente tabla. creciente.
0 ™ T e 2m
2 2

Valores de X 0 0 0 0 0 o 0 0 o o o o o
0 30 60 90 120° | 150° | 180° H 210° § 240° @ 270° 300°  330° 360

(grados)

F(x)=secx 1 _2‘3/§ 2  ND 2 23 ZT\E 2 ND 2 23 1

3




f. Escribe los intervalos donde la funcién es
decreciente

7. Reduce los siguientes dngulos a grados.

53°36'42"
12°6'50"

o Q

3°12' 22"
89° 40’
125° 42"
12°32'5"

® a o

—h

. Expresa
radianes.

los siguientes medidas de grados en

a. 120°
12,25°

<

110°
150°

125° 42"
12°32'5"

®© a o

—h

1

11,

. Grafica el siguiente par de funciones y establece
dos observaciones con respecto a la compara-
cién de las mismas.

a fixe f(x)=senx; fix+ f(x)=sen (x+4)
b. fixe f(x)=cosx; fix+ f(x)=cos (x-3)

c. fixm f(x)=cscx; fixe f(x)=csc(x-5)

d fixe f(x)=tanx; fixe f(x)=2tan (x+ 1)
6 fixm FO)=secx; fixm f(x)=%sec x+2)

f.fixe f(x)=cosx; fix f(X)= -cos (x+2)
g fixe fX)=ctgx; fixm f(x)=-cos (x+ 2)

Identifica los puntos mdximos y minimos relativos
en el siguiente grdfico de la funcidn y = sec (x).

»
>

]
N a

| 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
] ]
1 1
] ]
I o x
] ]
1 1
1 1
1 1
1] 1
| 1
] !

9. Completa el siguiente cuadro de las caracteristicas de variacién de la funcién frigonométrica coseno.

Cuadrante Variacién eje horizontal (x) = Variacion eje vertical (y) Concavidad
[ Decrecede 1a0 Céncava hacia abajo
11 Entre %0 T Céncava hacia arriba
I11 Crecede-1a0 Coéncava hacia arriba
3n
IV Entre - a 27 Crecede0al

10. Completa el cuadro de la tabla de valores de la funcién trigonométrica seno.

Valores de X
(grados) 0° 30° 60° 120° 180° | 210° | 240° 300° | 330°| 360° <
0
f(x)=sen x %
V3 1 1 V3 g
0 4= 1 — —|-= Il _ g
2 2 2 2 2 g
Q
S
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D Transformaciones

14. Responde a las siguientes preguntas.

a. ¢Cudntos fipos de transformaciones conoce?

b. ¢(Qué efecto genera el tipo de fraslaciéon
horizontal?

c. (Cémo identifica el tipo de transformacion
horizontal?

d. (Cudntas formas de traslacién horizontal
pueden manifestarse?

e. Explica la tfransformacion en reflejo
f.  ¢En qué consiste la teoria del espejo?

g. (Qué debe cambiar en una funcién para
gue represente una reflexion sobre el eje x?

15. Identifica y describe |las tfransformaciones
que se presentan en las siguientes funciones
tfrigonométricas.

a. fixe f(x) =3senx

b. fixe f(x) =-8cosx

c. fixw f(x)=0,25senx

d fixe f(x)=sen (x+ 1)

e fixe f(x)=-0,5 sen (x+4)

f. fixw f(x)=-0,25 sen(x-5) + 3

16. Grafica las funciones, utilizando el graficador
Desmos; identifica el dominio y el recorrido de
forma grdfica.

a. f(x) =-7senx
b. f(x) =cos (x-3)
c f(x)=csc(x-2)+4

d f(x)= %sec x+3)
e f(x)=-cos(x-2)-2

y

_1’3 _1'['3

A

[\)
SE
®

17. En los ejercicios anteriores, grafica dos periodos
de las funciones, sin utilizar calculadora.

18. En los siguientes grdficos, especifica la amplitud
de cada una de las funciones y explica las tras-
laciones que se manifiestan.

A
4 f(x) =-3senx

f(x) =-tan (x)

v

19. Escribe el proceso para expresar 53°36' 42" en
grados.

20. Utiliza el resulfado obtenido en la pregunta ante-
rior para expresarlo en radianes

21. Escribe las caracteristicas de la funcién seno.

22. Dibuja las funciones seno, coseno y tfangente
| o (M

en infervalos de 15 (12>

23. Dibuja las funciones secante, cosecante y co-

tfangente en infervalos de 15 ° <%>

24. Elabora una tabla de doble enfrada en la que
compares las representaciones gréficas seno -
secantfe, coseno- secante y fangente — cotangen-
fe.



25. Escribe las funciones para las grdficas de color
azul.

27.

28.

26. Grafica en papel milimetrado:

a. Lafuncién f(x)=sen(x), en elintervalo [ 0; 4] .
b. Lafunciéon: f(x)=sen(x),en elintervalo [ 0; 6m].

c. ldentifica en cada uno de los grdficos, el do-
minio, el recorrido, los puntos Mmdximos y mini-
mos, los intervalos de monotonia (creciente y
decreciente).

Utiliza la herramienta Desmos para representar
las siguientes funciones en la misma grdfica.

a. Representa la funcion: f(x)= tan (x).
b. Representa la funcién: f(x)= - tan (x)

c. Interpretay compara lo que puede observar.

Utilizando la herramienta Desmos, para represen-
tar las siguientes funciones en la misma grdfica.

Representa la funcion: f(x)= sec (x)
Representa la funcion: f(x)=sec(x + 2)

Representa la funcién: f(x)= sec(x - 4)

Q 0 0 Q

Interpreta y compara lo que pudiste observar.

. Algunas veces para obtener los términos de una

sucesion se recurre a procedimientos que incluyen
sucesivas operaciones mds 0 menos complejas.

Con la ayuda de los enlaces propuestos sobre el
fridngulo de Pascal:

http://redescolar.ilce.edu.mx/redescolar2008/edu-
contfinua/mate/lugares/ma2_01.ntm

www.disfrutalasmatematicas.com/triangulo-pascal.
hfml

www.disfrutalasmatematicas.comy/sierpinskiAriangu-
lo.html

Resuelve las cuestiones siguientes:

a. {Cémo se construye el fridngulo de Pascal?

b. ¢ Qué relacion tiene con la sucesidn de Fibonacci?

C. (Qué sucesiones encuentras en las sucesivas diago-

A
Y / 29
5 >
1 1 2 4 5 6
-1
SN 16:9 L
A
y
1
1 1 2 4 5
X

'
=

nales?

d. (Qué sucesiones encuentras en las sucesivas

diagonales?

e. Sitomas cada fila como un nimero, ¢qué obtienes?
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A . .
£/ Para finalizar

Analiza las siguientes preguntas, luego su- d. Al interpretar la funcion

braya la respuesta correcta.

a. ¢Cudl es la medida en radianes de un
dngulo que mide 30 grados?

w|:l 0\|:| m|:| 4=|:|

b. El valor en grados de % es

a.
. 450

b.
. 90°
. 22,50 c,
- 180°

c. Al expresar 53° 36' 42" en grados resulta:

. 53,36° =8

s 53,36° f.
o}
e 53,61°
h.
. 53,78°

.
®eccccccccccne

AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevalluate en tu cuaderno:

* Trabajo personal

¢Cémo ha sido mi actitud ¢He cumplido ¢{Qué aprendi en esta
frente al frabajo? mis tareas? unidad?

* Escribe la opinién de tu familia.

fixe f(x)=-cos(x+ 2)
* Se mueve 2 unidades a la derecha y

se refleja sobre el gje x.

* Se mueve 2 unidades hacia arriba y
se refleja sobre el eje y.

* Se mueve 2 unidades a la izquierda y
se refleja sobre el eje x.

Se mueve 2 unidades a la izquierda y
se refleja sobre el gje y.

(%)) Responde verdadero (V) o falso (F).

El recorrido de la funcion seno es [-1, 1]
La funcién tangente es inyectiva.
La funcién secante corta el eje horizontal.

La funcién seno interseca al eje vertical
en (0,0)

La funcién f:x = f(x) =sen (x + 6) es
una traslacion.

La funcién tangente tiene asinfotas.

La funcion f: x = f(x)= -cos(x) es una
reflexion.
La funcién inversa de secante es el
coseno.

.
----------------------------------------------- eccccccccce®

* Trabajo en equipo
¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones

companeros y companeras? de los demds?

* Pide a tu profesor sugerencias para
mejorar y escribelas.

B
© 00 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°




Funciones

En la fisica

En fisica se estudia las caracteristicas de las on-
das, que se pueden interpretar como cualquier
tipo de perturbacién que se propaga desde el
punto en que se produjo hacia el medio que
rodea ese punto.

Curiosamente, la representacion de las distancias
de separacién de la posicidon de equilibrio de las
particulas al vibrar frente al tiempo dan una fun-
cion matemdtica seno, que una vez representada
en el papel, tiene forma de onda.

El sonido es una onda que responde a las si-
guientes caracteristicas:

Es una onda mecdnica, gue no puede despla-
zarse en el vacio, necesitan hacerlo a través de
un medio material (aire, agua, cuerpo sélido).

Ademds de que exista un medio material, se re-
quiere que este sea eldstico. Un medio rigido
no permite la fransmisién del sonido, porque no
permite las vibraciones.

La propagacién de la perturbacidn se produce
por la compresion y expansidén del medio por
el que se propagan. La elasticidad del medio
permite que cada particula transmita la pertur-
bacién a la particula adyacente, dando origen
a un movimiento en cadena

¥ SENTIDO CRITICO

La radio

La radiodifusién es un conjunto de prdcticas so-
ciales, culturales, comerciales, institucionales y
gubernamentales, dirigidas al publico general o
a un grupo de personas en particular, mediante
fransmisiones de mensajes, sonidos y/o imdge-
nes enviados en ondas electromagnéticas de
RF («Radio» y «Televisidn» principalmente). Su
funcién es difundir periédicamente programas
destinados a informar, entretener, comunicar,
promocionar, alertar, etc.

Viene de radius, que significa «rayo» en latin.
Las Ondas de Radio son Ondas Electromagné-
ficas de radiofrecuencia (RF) que transportan
informacioén.

Son emitidas por las emisoras de Radiodifu-
sién («Broadcasting»), formadas por una onda
portadora de RF, fransportando una senal de
audiofrecuencia (AF), que corresponde a las
tfransmisiones «radiofénicas» (voz transportada
en ondas de radio) dirigidas al publico general.
Se dice que la Onda de Radio es una onda por-
tadora de RF modulada por la senal de AF, y
esta informacién se puede transportar modu-
lando la amplitud A o modulando la frecuencia
f de la onda portadora:

Amplitud Modulada (AM, Amplitude Modula-
tion). la onda de radio tiene la frecuencia de la

RF constante, y su amplitud A(t) estd modulada
en el tiempo 1 por la AF.

Frecuencia Modulada (FM, Frequency Modula-
tion), donde la portadora tiene amplitud A cons-
tante y frecuencia f(t) modulada por la AF.

Ingeniero electréonico

Podria interpretar el tratamiento de las ondas de
radio y televisién, optimizando en muchos casos
la sefal de recepcidn, adecuando las condicio-
nes de emisién, mejorando la nitidez, sensibili-
dad y amplificacién de senales, y disminuyendo
el ruido o las interferencias.

http://goo.gl/IVBCBy

http://g0o0.gl/2sOXme
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Derivadas de
funciones reales

CONTENIDOS:

1. Limite y derivadas
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En Internet

Una busqueda en Google debe recorrer
un gran nuimero de pdginas web, y des-
pués ordenarlas para el usuario. Para dar
mMayor O menor relevancia a un resultado,
Google utiliza un algoritmo que cuenta la
cantidad de pdginas con un link al mismo.
En el reporte hitp://bitly/1Gsé6r3D puedes
aprender mds acerca del proceso.

EN CONTEXTO

En la ingenieria electrénica el paso de
corriente se calcula mediante sistemas de
ecuaciones, y en informdtica el manejo
de datos se realiza mediante matrices
ordenadas. En este capitulo aprenderds a
utilizar estos recursos para resolver varios
problemas.
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La idea intuitiva de limite

La nocidn de limite constituye uno de los conceptos impor-
tantes para introducirse al estudio del cdlculo.

En nuestras actividades cotidianas, figuramos la nocidn de
ip1/600 gl/FSTEOC limite cuando en una competicidon automovilistica se obser-
van vehiculos a punto de colisionar, o también en una grda
cuando estamos aproximadamente cerca de exceder su
capacidad de carga, se dice que el equipo de izaje se en-

cuentra al limite de su capacidad.

e e e e ——

Considerando la funcién: f(x)= 2x + 1, determinemos.

a. Laimagen de la funcién cuando x = 2.
b. La imagen de la funcién cuando x estd muy cercano (limite) a 2.

Para interpretar la situaciéon del problema, realizamos el andilisis de la tabla de valores, asi como
las respectivas representaciones graficas.

a. Imagen cuando x = 2 b. Imagen cuando x se aproxima a 2

Utilizamos valores enteros mayores y menores a 4. | Utilizamos valores un tanto mayores y un tanto
menores a 4.

X 0 1 2 3 4 X w 1198199 201|202 203
fx) . 1 3 5 7 9 fx) .. 1596598 5,02 504|506
A A
y y
2,5 2,5
5 5 O

\

Observamos en la grdfica que cuando x = 2 en-
fonces f(x)=5.

En el punto (2, 5), se observa un «agujero» (dis-
continuidad), que indica que a pesar de que x
Nno puede serigual a 2, se acerca mucho a 2,y
entonces f(x) se «proyecta» o se aproxima a 5.
Utilizando limites, se denota: lim __,(2x +1) =5

Prohibida su reproduccion
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Estimacion numérica de un limite

y A
L+¢€
Un ndmero real L es el limite de una funcién f cuando x
i) fiende o se aproxima a x; siy solo si para cualquier ndmero
) real positivo €, por pequeno que seq, existe un nimero real
positivo 8, tal que para todo x # X, 8 la disfancia entre x y
X, €s menor que 8§, entonces la distancia enfre f(x) y L es
menor que €.
o X~ 6 X, X X+ 8 >
! X lim f(x)=Le VE >0,d6>0:0< [x-x|<6=|f(x) -LI<E&
X—>X0
M Fig. 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R
Considerando la funcién: A \
X% -4 f(X) y :
fixe f(x)= L X # 2 Ao I
X-2 : |
Supongamos que es posible representar grd- |
ficamente la funcidn f, pero es notable obser- : |
var gque cuando x = 2, la funcién no podria 2 : |
representarse, debido a que se anula el de- |
nominador. ; i
Para observar el comportamiento de la fun- i |
cién, generamos una tabla de valores que : > |
se aproximen a dos por la izquierda y por la -4 2 0 2 X |
derechaq, es decir utilizamos valores un poco |
menores y un poco mayores que 2, CoOmo se |
ilustra en la siguiente tabla. 2 i
x | .. [198]199]201202 203 i
f(x) .. 398399401402 4,03 |
|
Como es notable, el limite de la funcién es 4, -4 i
debido a que se acerca por la izquierda y por la :
derecha. )
//
4 >

1. Considerando los siguientes limites, completa las tablas respectivas y estima el limite. Compara el

resultado con la representacion grdfica respectiva.

2
a. lim (x*+ 6x) c. lim <m>
x—1 x—4 x-4
X . 10981099 101102103 .. X 3,98 | 3,99 | 4,01 | 4,02 | 4,03
fx) fx)
xf(x) xf(X)
I
. 2+ 6X 2 I
N m (FH2xH |
x—=0 X a th_,_l x+ 4 |
I
X . | -0,11-0001 0001 |01 .. X w | -0,99 | -098 | 1,01 |
I
fx) fx) |
|
o X)) xf(x) :

Prohibida su reproduccion



Cociente incremental

En la situaciéon: dos personas en su automovil se frasladan desde un punto A hasta el punto
B; las siguientes graficas muestran la distancia recorrida por los méviles.

A
y Moévil 1 y AM(')vil 2

5h- 250k

250
G 200
£
\g 150
©
g 100]
°
[a]
7X> /[ 1 2 3 4 5 6 7)(=
M Fig.2. Tiempo (horas) W Fig. 3,

Analizando las grdficas, observamos que el tiempo invertido en el viaje y el nimero de kild-
metros es el mismo para los dos moviles, (5 horas, 250 kildmetros). Cabe preguntar: ¢ Por qué
las graficas de movimiento son diferentes?

Debido al cambio de velocidad, el mévil 1 se desplaza con velocidad variable, mientras
que el mévil 2 lo hace con velocidad constante.,

En el moévil 2, la velocidad coincide con la pendiente de la recta, la cual denominaremos
velocidad media. Asi tenemos enfonces:
Ay

velocidad media = —, donde
Ax

Ay y Ax miden los cambios en los ejes respectivos
Ay _ f(b)-f(@)
Ax b-a

el incremento de la variable y con respecto a x.

El cociente es conocido como cociente incremental, el cual indica

e e -

Suponiendo que el movimiento de un cuerpo se interpreta segun la ecuacion: y = 25t? donde

)
%_ la distancia se mide en metros, determinemos la velocidad media considerando los 4 primeros
[ segundos de caida.
;_% Considerando que b= 4y que a= 0, utilizando la expresidon del cociente incremental, tenemos:
b) -
velocidad media = —f( 8 é]:(a)

25(4)? - 25(0)?
4-0

velocidad media = Reemplazamos en la expresion t= 4 y t= 0 respectivamente.

Prohibida su reproduccion
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Derivada de una funcién

La derivada de una funcidon mide el cambio o la variacion
de una variable con respecto de otra.

Para intuir este concepto, observamos que la pendiente, o
inclinacién, de una carretera es la derivada de |la altura res-
pecto a la distancia horizontal.

La velocidad en mdédulo es la derivada de la distancia reco-
rrida con respecto al tiempo.

Asi, el oddmetro de un automovil, se lo puede interpretar
como una mdaquina de derivar.

Definicion de la derivada de una funcién

La derivada de f'(x) de x estd dada por:

fGx+h)- (%)
h

f@=is,

Al proceso de calcular la derivada de una funcion se deno-
mina derivacion.

Una funcién es derivable en x siempre y cuando su deriva-
da en x exista, y ademds, también es derivable en un inter-
valo abierto siempre y cuando sea derivable para todos y
cada uno de los elementos del conjunto determinado por
el intervalo.

Una funcién derivable es continua pero el reciproco no se
cumple.

Diferentes notaciones de la derivada de una funcién

Las formas mds conocidas para expresar la derivada segun:

. . dy : i
Leibniz: El cociente ax se lee: «derivada Lagrange

de y con respecto a x». Esta notacion tie-
ne la ventaja de sugerir a la derivada de

una funcién con respecto a ofra como un
cociente de diferenciales.

Lagrange: La expresion f'(x) se lee «f pri-
ma de x», es la notacidon mds simple para

diferenciacion. http://goo.gl/CI5HAy hifp://goo.gl/LnfXMw

Euler: La expresion D, f se lee «d sub x de f».

Euler

Leibniz

http://goo.gl/vMMMOI

http://goo.gl/RO2ICx



Cdlculo de la derivada de una funcién mediante la definicién de limites

En los procesos esenciales para obtener la derivada intervienen: productos notables, simpli-

ficacidon de expresiones semejantes y sustituciones numéricas; asi tenemos:

Ejemplo No 1 Ejemplo No 2
Determinemos f'(x) para f:x = f(x)=8x+5 Determinemos f'(x) para f:x = f(x)=-5x*-3
En cada variable x inserfamos |la adicién de h; luego restamos la funcion original.

. 8x+h)+5-(8x+5) -5(x+ h)?-5-(-5x-3)
1 — l 1 — .
&= h f6= Jim :
Propiedad distributiva en los paréntesis. Productos notables y propiedad distributiva

en los paréntesis.

F(x) = }11_%1 8x + 8hh+ 5-8x-5 £ = Illl_)rgl -5x2- 10x111]- 5h?-3 4+ 5x*+ 3
Reducimos términos semejantes
f'e = lim i—h £00 = tim = 10;;1: - 5h?
Simplificamos h Sacamos el factor comun y simplificamos
feo=lim % £ = lim -5‘13\(2\1>;+ h)

Finalmente, calculamos el limite reemplazando h por 0

f'x)=8 f'(x)=-10x

M Tabla 2.

4

v

2. Suponiendo que el movimiento de un 4. Determina la derivada de las funciones
cuerpo se interpreta segun la ecuacion: utilizando la definicién de la derivada.
y= 10t?>, determina la velocidad media
considerando los dos primeros segundos
de caida.

0

. fixe f(x)=-16x+9

b. fixe f(x)=5x
3. Suponiendo que el movimiento de un

) de caida.

S |

i . =x2-

3 cuerpo se inferpreta segudn la ecuacion: C. fixrm f(X)=x'-x

o y= 3t?- 2, determina la velocidad media d fixe f(x)=4x*+3x+2
é considerando los cinco primeros segundos e. fixm f(xX)=x- 6x2



La derivada y algunas de sus reglas bdsicas en funciones polinomiales

A continuacion se presentan algunas reglas bdsicas de la derivacion, las cuales permitirdn

calcular las derivadas sin el uso de la definicion de la derivada por limites.

Regla 1: Sea la funcién constante definida por: f: x = f(x) =k, donde k es constante. La derivada de una
funcién constante es cero. f'(x)= 0.

Explica que al derivar una funcién constante, en general un ndmero real, entonces la derivada es cero.

Hallamos las derivadas de:

a. fixe f(x)=-5 enfonces f'(x)=0
b. fixe f(x)=9mc enfonces f'(x)=0
c 43 enfonces -4 =
dx dx
¥ s -_mT .3 "(X)=
d fixe f(x) 73 + - entonces f'(x)=0

Regla 2: Sea la funcién definida por: f: x = f(x) = x™ La derivada de esta funcién es f'(x)= nx*!. Cuando
n es cualguier nimero real.

Explica que el exponente multiplica a la funcidn y que la base x tiene una nueva potencia reducida en
una unidad, con respecto a la funcién inicial.

Hallamos las derivadas de:

a. fixe f(x)=-5x3 enfonces f'(x)=-15x?
b. fixm f(x) =9x%x° entonces f'(x)=45x*
c. fixe f(x)=-4x? entonces f'(x)= 8x3

Regla 3: La derivada en la adicidon o sustraccion. Siendo las funciones gy h diferenciables:

Expone que la derivada de la suma o la resta de funciones es la suma o diferencia de
las derivadas independientes de cada funcidén de manera independiente.

sea f(x) = g(x) +h(x) = f(X)=g () +h'
seau() = g ~h(x) = u'®@= g (9-h'X)

Hallamos las derivadas de:

a. fixe f(x)=x+ 8x? entonces f'(x)= 3x*+ 16x
b. fixe f(x)=9x>+ 12x3 entonces f'(x)= 45 x* + 36x*
c. fixe f(x)=-4x2-15x enfonces f'(x)=8x3-15

Estudiaremos el resto de reglas en el curso superior, debido a que el propdsito de explicar
Unicamente las reglas mencionadas es que el estudiante pueda verificar los resultados ob-

tenidos en la diferenciacién por limites.

|

i 5. Deriva las funciones utilizando las reglas de diferenciacion bdsicas (reglas 1 a 3).

i a. fixe f(x)=-5x+8 d. fixe f(x) =-12x*+4+8x+ 15

b fixe f(x) =51 e. fixo f(x)=-20x+ V12

|

1 c fixe f(x)=-e’+ % f. fixe f(x)=mx+/5 ‘
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Interpretacion fisica del cociente incremental (velocidad media)
A

y . . .
La nocidon de derivada se explica de dos mane-

ras: mediante la representaciéon geométrica y la
fisica.

La representacion fisica hace referencia a la tasa
de variacion que existe en el infervalo (t, t + h).
Llamamos tasa de variacion a la diferencia que
existe entre el punto (t) y (t + h), estd se represen-
ta por At, asi tenemos que:

At=[f(t+ A1) - fF(D]

s(tdAb)

I v g

i i R Se define como velocidad media (v _) al cociente
» entre la distancia recorrida (As) y el tiempo frans-
' At} @D X currido (Ab).

W Fig. 4.

bs DO
At At

La velocidad media estd determinada por un intervalo de tiempo, ya sea este
(t, (t+h)),ademds debemos tener en cuenta que la velocidad inicial siempre serd 0;
recuerda que debes trabajar en las unidades que el problema o requiera.

v, (O =

R i i

Una particula se desplaza conforme a la expresion s: t = s (t) = 4t*- 2t + 3; esta se encuentra expresada
en metros (m) y el tiempo en segundos (s); determinemos.

a. La posicién inicial.

b. La velocidad media en el infervalo de 2s a 5s.

<
°
o}
£
o
2

a. Posicién inicial s (t) =4t2- 2t

Para encontrar la posicidn inicial, reemplazamos en | s (0) = 4(0)?-2(0) + 3
la funcidn el tiempo inicial (t)) en el que se despla- | 5 (0)=3m

zaba la particula, en este caso parte del reposo,

por lo tanto (t,)= 0.

b. Velocidad media en el intervalo s(t) =4t*-2t+3

t = 2s hasta t = 5s. s(2) =4(2)*-2(2) +3 =15m
P‘nlmgrc.) r.eemplozomos el valor o!e 2 s enlaecuo- s (5) = 4(5)*-2(5) +3 =93 m
cion inicial, luego hacemos o mismo con el valor

5 de 5.

; Utilizamos la expresion de cociente incremental As 93-15 78

(pdg. 88) == = ————=-—=26m/s
i fb) - f(a) at - 5-2 3

3 velocidad media = —"——— . , p

2 b-a La velocidad media de la particula

W Tabla 3.



Un ciclista avanza 85 m con una velocidad de 2,4 m/s; luego, incrementa su distancia a 103 m
con una velocidad de 4,6 m/s durante una frayectoria lineal. Determinemos la velocidad media

desarrollada por el ciclista.

Cdiculo del fiempo Se tiene como datos:

m
Para obtener la velocidad media, requerimos d,=85m;v, = 2'4?F d,=103my
el tiempo en el que se desplazd la bicicleta; v,=4,6 %

para ello, optamos por la formulaode d=v -ty d 85
. . , t=—1;t = ;t =3542s
despejamos el tiempo, donde se tendrd que v, 7t 24070
d d 103
t=7+ t,= Vj L= 7 L=2239s
Su velocidad media en el intervalo As
vV =—
t=35,42s hastat=22,39s. moAt
Como ya obtuvimos los valores del tiempo respec- 103 -85

tivos y fenemos los datos de las distancias, reem- " 22,39 - 35,42
plazamos estos datos en la férmula de la velocidad 18

Vm
media. 13,03
Recordemos que se debe considerar el valor abso- | y = 1,38

luto de la velocidad media.

M Tabla 4.

La velocidad media del ciclista es 1,38 %

6. Resuelve.

a. La posiciéon de un automovil se encuentra deferminada por s: t - s(t)= 4t*- 4t*+ 5t - 1.

Determina su posicion inicial y su velocidad media en el infervalo [5,11].

b. La funcion posicidon de un punto estd determinada por s: t » s(t)= 2t* - 4t- 5. Determina
la expresiéon para la velocidad media en el intervalo [t, (t + h)] y halla la velocidad en

el intervalo [3, 5].

c. Una autobuUs se desplaza 100 m con
una velocidad de 3 % luego incre-
menta su distancia a 250 m con una
velocidad de 7 % y finalmente, alcan-
za una velocidad de 9 % con 333 m.
Determina la velocidad media entre

sus desplazamientos.

S S

https://goo.gl/ 7bXGY9
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Ejemplo 6
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La ecuacion de desplazamiento de un objeto que parte del reposo y cae libremente por accién de la
aceleracién de la gravedad, estd determinada por s: t = s(t) = 8t2- 5t + 2. Determinemos la velocidad
instantédnea del objeto cuando t = 4,7s (utilice la primera derivada y la definicidon de limite).

Primer método: Utilizando la formula del limite cuando At tiende a cero.

Reemplazamos (4,7 + At) en el numerador, en las variables t, y luego restamos f (4, 7).

f47+A0)-f(4,7)

Interpretacion fisica del cociente incremental (velocidad instantdnea)

La velocidad instantdnea es definida
como el limite de la velocidod media
cuando At fiende a 0.

As f+AY - f(H)
At At

v, (O =

Cuando el limite no existe, lo denomina-
mMos como indeterminado. Existen dos pro-
cesos para conseguir la velocidad instan-
taneaq, la primera es ufilizando la férmula
del limite cuando la variacion del tiempo
fiende a 0, y la segunda es obtener la pri-
mera derivada del desplazamiento que
se denota como s'(t) o v(t), utilizando las
reglas para derivar.

La velocidad instantdnea se determina en
un tiempo especifico.

v= lim
At=0 At
v= lim 8(4,7 + At)*-5(4,7+At) +2-(8(4,7)*-5(4,7) + 2

At—0 At

Resolvemos los productos notables y aplicamos la propiedad distributiva en los ().
8(22,09 + 9,4At + At?) - 23,5-5At+ 2 - (176,72 - 23,5+ 2)

v= lim
At—=0 At

v= lim 176,72 - 75,2At + 8 At? - 23,5 - 5At + 2 - 176,72 + 23,5-2)
At—0 At

Reducimos los términos semejantes.
70,2At +8 At?
At

v= lim
At=0
Determinamos el factor comudn y simplificamos.

At(70,2 +8 At)
At

v= lim
At—0

Determinamos el valor del limite reemplazando At por 0.

m
v= lim At(70,2 +8 At) =70,2 —
At=0 S



Ejemplo 7

Segundo método: Utilizando las reglas bdsicas de derivacion (pdgina 91).
Determinamos la primera derivada de la funcién:;

s (t) = 8t*- 5t + 2. Aplicando las reglas 1, 2 y 3.

s'(t) =16t-5

Reemplazamos el valor de t = 4,7 segundos

s'(4,7)=16(4,7) -5

Resolvemos las operaciones

v=702 =
S

Respuesta: La velocidad instantdnea es 70,2 %

e

e e e —

Se deja caer una piedra desde un edificio de 300 metros de altura. ¢ Cudl es el tiempo en el que
la piedra llega al suelo y con qué velocidad lo hace?
Razonamiento: Es notable que en el enunciado del ejercicio no disponemaos del valor del tiempo,
por ende, lo primero que se debe hacer es calcularlo.

Sea la ecuacién de caida libre: s(t) = v, + % gt* y sabiendo que v = 0 (se deja caer), s =300m
m
y que el valorde g=9,8 e resulta la expresion:

300 = 4,9t
Despejamos la variable fiempo.

300 300
4 2 = R = = _ —
,9 t2=300; t 49 t f 49 t=78s

Derivamos la expresion:  s(t) = 4,9 t?

s'(H)=98t; s'(78)=98(78); s'(7,8)=7644 %

La piedra llega al suelo en 7,8 segundos con una velocidad de 76,44

7. Se lanza hacia arriba una bola de béisbol con una velocidad inicial de 115 % , su distan-
cia s en funcién de t estd dada por s: t» s(t)= 115t- 10t% Halla la velocidad que alcanza
en t=3yt=12

8. El desplazamiento en metros de una particula que se mueve en linea recta se expresa con

s:te s(t) =28+ 5t*- 3t, donde t estd expresada en segundos. Halla la velocidad instantdnea
cuando t=5.

S |

Prohibida su reproduccion



Interpretacion geométrica de la primera derivada

secante de la curva; esta, al experimentar

/ el desplazamiento del punto Q, y por con-
siguiente, el fraslado del punto R hacia P,

y i i La interpretacion geométrica de la prime-
§ E / ra derivada hace referencia a la pendien-
E i ,/// te de la curva que se genera mediante el
\\ ; E // movimiento de los puntos P, Q.

! /.
f(x+$ ; i Q Los punfos Q y R son colineales, es decir,
"""""""""""" E"““'““““,‘_[i"“"'“““"' siempre van a estar ubicados en la misma

\ i //E recta si existiere algun desplazamiento.
\ /Y v emre ,

\\ i // La linea recta de color azul representa a la

/
{
Lo L

X 1 h
AK x.v) R se transforma en la tangente de la curva ;
/1 .
VAR > entonces, tenemos que h tiende a 0.
/ Ix \ (x +h) X
1
1
i

Ay

tana =lim — = f'(x)
-0 h

m Fig. 6.

La interpretacion geométrica de la primera derivada, da lugar a dos tipos de rectas: fangen-
fe y normal.

* Larecta tfangente fiene por pendiente f'(x,); se define en ((x, f(x,)): solo estd definida
si f es derivable en x,.

* Larecta normal pasa por ((x,, f(x,)) y es perpendicular a la recta fangente en ese punto.
Si se tienen dos rectas L, y L, perpendiculares y m, es la pendiente de L, entonces la
1

pendiente de la recta normal serd - —— , por lo tanto m =-
m

normal f' (XO)

El siguiente cuadro muestra las expresiones de las pendientes con sus respectivas ecuacio-
nes para las rectas: tangente y normal correspondientemente.

Recta tangente Recta normal
Pendiente: Pendiente:
—m S+ - f(X) I
tangente lhli% h m ma = f'(XO)

Cuando el limite exista.

Ecuacién de la recta tangente a la grdfica | Ecuacion de la recta normal a la grdfica

de f en ((x, f(x.)) de f en ((x, f(x)))
y - Fx)= () (x - x,) y-fx,)=- f(lx) (x-x))

Prohibida su reproduccion
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Ejemplo 8

—_————— e e —

Determinamos la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a la gréfica de la funcién

f:xe f(x)=x*-2en el punto (2, 0)

Cdilculo de la recta tangente

Primero determinamos la pendiente

i SR F)

0 h

tangente

lim x+h)3-2-(x3-2)

h—-0 h

lim x*+ 3x*h + 3xh?+ h3-2-x*+ 2
h—0 h

lim 3x*h + 3xh*+ h?

h-0 h

lim 3x?
h-0

Por lo tanto f'(x)= 3x?

f'(l) = 3(1)2= 3’ mtangente: 3

Ecuacién de la recta tangente
y- FO)=F"(x,)(x-%,)
y+1=3(x-1)

y+1=3x-3

Ecuacion: 3x-y-4=0

Cdlculo de la recta normal

La pendiente para la recta normal
1

fx)

normal

Como: m =3

tangente -

enfonces m =-

normal

w|

Ecuacién de la recta normal

v foy=- T AAt)t -f(4,7)

y+1=-%(x-1)

3y+3=-x+1
Ecuacion: x+3y+2=0

M Tabla 6.

A
fixpf(x)=x*-2 = fixwf(x)=x}-2,conlas rectas tan-
3x-y-4=0 gente y normal en el punto (2,0)
5 Funcion
Recta tangente
Recta normal
-10 -5 0 / 5 10 X;

-10
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La derivada de funciones polinomiales utilizando las TIC

Un graficador nos permite representar las funciones de manera répida y eficiente, y provee
la alternativa de poder verificar las graficas que se obtienen mediante el trazo manual.

Para graficar la derivada de funciones polinomiales, sugerimos el siguienfe proceso:

1. Ingresa a www. google.com

2. Busca «Desmos» y selecciona: Desmos Graphing Calculator

3. Ingresa al graficador haciendo clic.

4. En la pantalla de ingreso de funciones, digita la funcién y la derivada

f)=3x*+1 d

—3x*+1

dx
«Mostramos «Mostramos
el teclado» el teclado»

En el mismo, hacemos clic | En el mismo, hacemos clic
en el siguiente orden: en el siguiente orden:

Hacemos clic en «misc»

Prohibida su reproduccion

M Tabla 7.



5. Enla pantalla se visualizard el siguiente resultado:

Es notable en el grafico que, al derivar una funcién polinomial, la derivada resulta una
funcién de grado menor.

Como muestra la grafica, una funcién cuadrdtica (azul) de segundo grado, luego de
derivar, resulta una funcién lineal (verde) de grado 1.

9. Utillizando el graficador Desmos, determina las representaciones grdficas de la funcién
con su respectiva derivada.

a. fixef(x)=8x*-5
b. fixef(x)=x*-5
c fixef(x)=x*-4x>+ 8x

Prohibida su reproduccion

d fixef(x)=-x- %x4+%x- 12
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Derivada de una funcién racional mediante la definicion de limites

De forma andloga, es posible obtener la derivada de una funcion racional cuyos esenciales
son: adicidn y/o sustraccion de fracciones algebraicas, fracciones complejas, simplificacion
de expresiones semejantes y sustituciones numéricas; asi tenemos:

Ejemplo No 1 Ejemplo No 2
. . 3
Determine f'(x) para f(x)= —- Determine f'(x) para f(x)=—(x)_(4)

En cada variable x insertamos la adicién de h; luego, restamos la funcion original,

% ; 3 X+ h X
: . X+ X . x+h-4 (x-4)
= l ! =
Feo= 15 h feo= h
Resolvemos la diferencia de fracciones algebraicas
3x-3x-3h X%+ xh - 4x - 4h - x*- xh + 4x
. _ (x+h) (%) _ (x+h-4)(x-4)
== l _— ' =
S = lim h f')=lim h

Dividimos las fracciones algebraicas

f'(x) = lim 3x-3x-3h ) = i x?+ xh - 4x - 4h - x*- xh + 4x
o (ER) (9 () F&= =4 (x4

Reducimos los términos semejantes y simplificamos las fracciones

o 7 oo X xh 4x- 4h - 7 A+ A%
F'e)= =6 3h 6o 0 =M =G h-4) (x-4)

Finalmente, calculamos el limite reemplazando h por 0
3 4

f=-— f(X)=W
M Tabla 8.
[ 4 >
i 10.Determina la ecuacion de la rectatangen- 12 Determina la derivada de las funciones | &
: te y la recta normal a la gréfica de la fun- racionales utilizando la definicién de la
i cion frx »f(x)=x*+ 2 en el punto (1, derivada por limifes.
i 3). Readliza la representacion grdfica de la 5x
S : funcién y de las rectas: tangente y normal. a fixef()= <+3
9 1
g i 11. Determina la ecuacién de la recta tan-
- ! gentfey la recta normal a la gréfica de la b. fixmf(x)= 71
é i funciéon f:x o f(x)=x3-4 en el punto (2, ; !
< | A .z r X -
S ! 4). Re’allza la representacion grdfica de la C fixmf(x) = i
\ funcion y de las rectas tangente y normal. x+1 !

S



La derivada de funciones racionales utilizando las TIC

Para graficar la derivada de funciones racionales, sugerimos el siguiente proceso:

1. Ingresa a www. google.com

2. Busca «Desmos» y seleccionamos: Desmos Graphing Calculator

3. Ingresa al graficador haciendo clic.

4. En la pantalla de ingreso de funciones, digita la funcién y la derivada

U X-l)f 3

«Mostramos
el teclado»

En el mismo, hacemos clic
en el siguienfe orden:

d _x

dx x+3
«Mostramos
el teclado»

En el mismo, hacemos clic
en el siguienfe orden:

Hacemos clic en «misc»

M Tabla 9.
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5. Enla pantalla se visualizard el siguiente resultado:

En la grdfica se aprecia f(x)= con asintota vertical en x = -3 y su respectiva

X
X+ 3

derivada, que resulta la funciéon f(x)= (}(3_—3)2 con asinfota horizontal y = 0.

13. Utilizando el graficador Desmos, determina las representaciones grdficas de la funcién
con su respectiva derivada.

|
|
|
|
5
g ! 4 5
I Y o fixm f9= —5
e | :
;- 3 |
3 | x+1 . _ X- I
§ i b. fixmf(x)= T d. f.XHf(X)——XZ_l i
I |
|
|



Ejemplo 9

Segunda derivada de funciones polinémicas

Sea n un ndmero naturaly sean a, a,, a,,.., a_, ,a numeros reales con a # 0, enfonces la fun-
cién polindmica de x de grado n viene terminada por la siguiente expresion:

f(x)=a x"+a_ x"'+--+a,x*+ax'+a; todoslosterminos expresados por a se denominan
coeficientes (a,, a,, .., a_, ), entanto que a ., término independiente o término constante.

Entre las funciones polindmicas tfenemos: funciones constantes, funciones cuadrdticas, fun-
ciones cubicas, funciones a trozos, funciones radicales y funciones racionales.

Si la primera derivada de una funcién es factible y ademds es diferente de un coeficiente,
enfonces podremos continuar derivando la funcién hasta que esta sea realizable.

Mediante la segunda o demds derivadas, podemos conocer la pendiente de la recta tan-
gente a la curva que deseamos analizar, y esto lo podemos comprobar en su grafica.

A
y
4 -
2 -t
4
L L L x | -
0 i 2 3 4
a4
funcién constante funcién cuadratica funcién ctibica
y=3 : y=x2-6x+6 y=5x>+4x2+1
__®mFg/7 mFfgs -~ ] mFg9 -
vA A
4 4 y=vx y 4

oD I S - N RS-

14 1]
o - oo —t—t—t>
2 -1 1 2 3 45 6 -3 -2 1o 1 2 3 4
X
a4
24
funcioén a trozos T funcién racional
5%, six<0 funcién radical (4x+1)
Fxof0 =1, six> 0 fixmy=vVx --f:XHy:(2x—+1)
® Fig. 10 ® Fig. 11 m Fig. 12

Hallemos la pendiente de la tangente de la siguiente funcién

fixef(x)=x+2x*+3x-5.

Obtenemos la primera y segunda derivada de la funcién. Tomamos en consideracion que la pendiente
de la recta también se encuentra definida por la ecuacion y = mx + b, también, si realizamos una tercera
derivada, obtenemos la misma pendiente.

f'(x)= 3x*+4x+3 Primera derivada
Segunda derivada que al comparar con y=mx+b

f'"x)=6x+4 )
Se puede concluirque:m =6

Prohibida su reproduccion
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Interpretacion fisica de la segunda derivada (aceleracion media)

m Fig. 13.

Vector variacion de velocidad

m Fig. 14.

Ejemplo 10

La velocidad se ve modificada en su direccién debido a
que esta magnitud es tangente a la frayectoria de la curva
como lo podemos ver en la figura.

Los vectores velocidad corresponden a los puntos ty t+ At
cuando pasan por los puntos P y Q correspondientemente.
La variacidon de la velocidad la obtenemos mediante la di-
ferencia entre el vector velocidad uno y dos. Se define la
aceleracion media entre los puntos P, y P, como el cocien-
te entre la variacién de la velocidad Av y la variacién del
tfiempo At.

La direccidn y sentido de la velocidad media son iguales all
vector variaciéon de la velocidad. Enfonces:

—_———— =

Se lanza verticalmente hacia arriba un cuerpo de manera que
la altura sobre el nivel del suelo estd dada por la ecuacion:

1
h=32t- > (10)t? donde la altura se mide en metros. Deftermine-
mos la aceleracién media en el intervalo t = 2s hasta t = 3s.
Primero, se debe derivar la funcién de desplazamiento para obte-

ner la velocidad h =32 t- % (10)¢

Derivamos la funcién y se obtiene v =32 - 10t

Segundo, determinamos el valor de la velocidad para cada uno
de los intervalos.

Cuando t=2s Cuando t=3s
v=32 -10t v=232 -10t
v=32 -10(2) v=32 -10(3)
v=12 v=3
y » B Av B Vf- V0
Tercero, utilizamos la expresion:  @,= "y~ = tt,
_Av  3-12
WAt T 3-2
Av -9
== — = -9
ERY: 1
La aceleracién media es de - 9 rs_r: el signo negativo significa que

esta con movimiento retardado, estd frenando. h




Interpretacion fisica de la segunda derivada aceleracion instantdnea

Se define a la aceleracion instantdnea
como el limite al que tiende la velocidad ¥
media cuando At tiende a 0, es decir, la
primera derivada del vector velocidad, o
también como la segunda derivada del
desplazamiento en funcién de t.

b,

La direccion y sentido de la aceleracion
instantdnea, generalmente, no concuerda
con la del vector velocidad, sino que mds
bien depende del cambio que existiera en
este.

N I A I )

Tenemos que; M Fig. 15.

) ) Av
a=v'()=s"(t)=lima_= lima ——
At-0 At—=0 At

El movimiento de una motocicleta estd dada por s(t)= 3t?- 5t + 8.
Calculemos la aceleracién instantdnea.

Determinamos la primera y segunda derivada, siendo esta Ultima
la ecuacién de aceleracion, o ya sea la aceleracién misma. En
cualquier instante de tiempo, la aceleracion es la misma.

s(t)=38-5t+8
s'(t)=6t-5 funcién velocidad

m Pa . pa
s"(H=16 o valor de la aceleracién instantédnea

. . . ' s . . N \
Una particula se desplaza con velocidad constante segun la funcion : y= 4t, donde la distancia se mide
en metros y el tiempo en segundos; deferminemos, mediante el andlisis grafico y la derivada, la veloci-
dad de la particula y verifiquemos el valor de la aceleracion.,

Tabla de valores Grdfico Derivada
y =4t
t(seg) | y=f(® Y y' representa fisicamente la
0 0 5 velocidad instdntanea.
m
4 y' =4 Enfonces v = 4 a

12 Ademds la segunda derivada

Ul s W N

: > representa fisicamente la ace- 5
- s Q
16 >t leracion. 3
g

20 . m -
y"'=0 Enfoncesa=0— e

S 2

o

-5 De esta maneraq, verificamos e

que la aceleracién en el mo- g

vimiento rectilineo uniforme es

|
|
I
I
I
I
|
|
|
I
I
I
|
|
|
I
I
I
|
|
8 I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
|
|
|
I
I
I
|
|
cero. \
I

M Tabla 10. ./



Monotonia de funciones polinomiales de grado <4

La monotonia de funciones es una caracteristica de las funciones en donde se analiza
el comportamiento o tendencia de la curva de la grdfica, la misma que puede au-
mentar, disminuir o no variar de ninguna forma (permanecer constante), considerando
un intervalo de ndmeros en donde se analiza la funcién.

Los diferentes tipos de andlisis, nos muestran que una funcién es creciente, decreciente o
constante, segun lo resume la siguiente tabla.

Tipo de curva Andlisis Andlisis Andlisis Grdfico
Algebraico Numérico
Funcién Las  imdgenes y, A
ient Cuando obtenidas lue-
creciente (x) < (x,) go de ingresar ]
1 2
En el intervalo: los valores de f(x)
X aumentan su
as<x<b enfonces valor numérico . F00)
fx) <f(x,) ;
0 a b X'
Funcién Las imdagenes y 4
g iont obtenidas lue-
ecreciente Cuando go de ingresar
(x) <(x) los valores de x fx) :
disminuyen su
En el intervalo: Ari
enfonces valor numeéerico . 1
asx<b f(x)>f(x,) f(x,)
< a b 0
-X
Funcién Las  imdgenes  y. 4
obfenidas lue-
constante Para cada .
Qo de ingresar
x)y(x,) ; f&x)  fx)
1 2 los valores de x
. son iguales
as<x<b f(Xl):f(Xz)
0 a b X>
M Tabla 11.

Una funcidn es estrictamente mondtona sobre un intervalo determinado si resulta creciente
o decreciente en todo el intervalo.

)
3
*
ko]
a
a

Los infervalos se pueden analizar de forma grdfica o utilizando principios de cdlculo para
determinarlos con mayor certeza, lo cual se aprenderd en una futura seccioén.



Andlisis de intervalos (Crecientes, decrecientes y constantes)

El andlisis grafico relaciona la tendencia de la grafica con los valores del eje horizontall,

Sean las funciones f:xmf(x)=x3y fixmf(x)= %%

funcidn es creciente o decreciente.

fixmf(x)=x
yZA

\ 4

En el infervalo (- o ; 0] se observamos que
los valores desde -1 hasta 0, van creciendo,
por ende, la funcidn es creciente,

Y en el intervalo (0; o) se observamos que
la funcidn sigue creciendo y aumentando
sus valores , esta vez proyectados hacia el
infinito positivo, por ende, la tendencia de
la funcidn sigue siendo creciente.,

Creciente: (-0 ;0]

Creciente:  (0; )

fixmf(x)=-¥
yZA

v

En (- o ; 0] observamos que en los valores
desde el infinito negativo hasta 0,
cién es creciente.,

la fun-

En cambio, en el intervalo (0; o) la funcién
tiene tendencia decreciente.

Creciente : (-0 ;0]

Decreciente:  (0; o)

B Tabla 12.
4

>

14. En las siguientes grdficas, determina los intervalos donde la funcidn es creciente y decreciente.

y.

-

C] 2

| .
4 2 2 4 8 -
X

establezca los intervalos donde la

Prohibida su reproduccion



Mdaximos y minimos de una funcién

El cdlculo de la «altura mdaxima» como una aplicacién de las funciones cuadrdticas conlle-
vaba a calcular la primera componente (x), misma que Nos servird de insumo para maximi-
zar la altura de un cuerpo, conocida la funcion.

y A A los puntos mdximos y minimos de una fun-

4 cién los conocemos como los extremos rela-
tivos y constituyen una referencia para repre-
sentar graficamente una funcioén.

Mdaximo

relativo

2 Una funcién f: x = f(x) tiene un maximo ab-
solufo o relativo en un punto donde x = a, si
f(a) eselmayor valor que cualquiera de los
valores que se “generan” en la funcion.

\

Mientras que un minimo relativo o minimo
absoluto, serd el menor valor que cualquie-
ra de los que toma la funcion.

Ninimo En la gréfica, se analizan los puntos mdximos
e y minimos correspondienfemente.

4

Maximo relativo (-1, 2)

Minimo relativo (1, -2)
W Fig. 15.

Los valores de la variable independiente que satisfacen la ecuacion f'(x)= 0 se llaman va-
lores criticos, los mismos que determinan puntos de cambio en la curva de la funcioén.

Relacién de la primera derivada con las funciones crecientes y decrecientes
Sea una funcién f(x), considerada en el infervalo a < x < b, se fienen los criterios:

* Sila primera derivada resulta un valor positivo, es decir f'(x) > 0, entonces la funcién en
el intervalo considerado es creciente.

* En cambio, si la primera derivada resulta un valor negativo, es decir f'(x) < 0, enfonces
la funcion en el intervalo considerado es decreciente.

 Sial obtener la primera derivada resulta cero, f'(x)= 0, entonces la funcién en el intervalo
considerado es constante.

Método para calcular los mdaximos y minimos de una funcién polindmica

Al mdéximo y minimo de una funcién lo determinamos mediante el siguiente proceso:

Prohibida su reproduccion

Sea f:x e f(x)=x*- 8x*+ 19x - 12, determinar los extremos relativos de la funcioén y realizar
la representacion grdafica, para verificar su respuesta.



a. Realizamos la representacion grdfica uti-
lizando el graficador Desmos.

-5 0 \/ 5 10

%

Minimo

&

b. Determinamos la primera derivada de la f'(x)=3x*-16x+ 19
funcion.
c. lgualamos la primera derivada a cero, 3x%-16x+ 19=0

luego determinamos los valores de 1as | ytilizando la férmula cuadrdtica, obtene-
raices en la expresion resultante (utilizan- | mes los valores aproximados :

do las técnicas de factorizacion).
X, ~ 3,55 x,~ 1,78

d. Reemplazamos los valores criticos ob- | f(x)=x’-8x*+ 19x - 12
fenidos en la expresion original, para | f(3,55)=(3,55)*- 8(3,55)*+ 19(3,55) - 12 = -0,63
determinar el correspondiente f(x) de | f(1,78)= (1,78)*-8(1,78)*+ 19(1,78) - 12 = 2,11

cada uno.
maximo (1,78 ; 2,11) y minimo (3,55;- 0,63)
| Tabla 13.
Maximos y minimos de una funcién racional
2x%- 2
Sea fixwf(x)= &4
Mediantfe un proceso andlogo, determinamos la primera derivada: f'(x)= %

Determinamos las raices igualando a cero, por lo que solo se considera el denominador.

-12x=0 porloquex=0

2x%-2
Reemplazamos la raiz obtenida en f:x = f(x)= ﬁ
-2 1
FO)=—: fO)=— f(0)~05
Maximo (0, 05) 4

Analizamos las excepciones en el denominador,
para determinar las asintotas verticales

5

Y
\

x*-4#0 resultardque x*#4 porloque x=+ 2. (0s)
/
0

Entonces las asintfofas verticales se ubicardn en ' X
Xx=2yx=-2

Segun la grdfica la funcién es creciente en los in-
tervalos : (-o0;-2) y (-2; 0]

Y la funcidn es decreciente en los intervalos :
[0,2) y(2;00) m Fig. 16.

Prohibida su reproduccion



. Ay f)-f(a)
Cociente Incremental; — =
Ax b-a

Interpretacién Fisica

y A Primera derivada
Velocidad media:
: _As _ ft+AH-f(O
Vi (0= At At

Velocidad instantdnea:

> v(t) = Jim % - f(t%tz'f(f)

Segunda derivada
Aceleracion media:

As _ f(t+AD-F(D)

)= —
Vin ® At At
Aceleracién instantdnea:
vy 1 . As
a=vO =" = fina, fn 5
M Tobla 14.
Interpretacién Geométrica
Las pendientes de las rectas fangente y normal son | Recta Tangente
inversas. Pendiente:
Las rectas normal y tangente son perpendiculares.
_ lim J&+ND-fX)
A m =
y tangente h—0 h
5
Ecuacién de la recta tangente
y- f(X0)= f’(Xo)(X_ Xo)
Recta Normal
s / 0 s X# Pendiente:
m _ 1
normal f'(XO)
Ecuacién de la recta tangente
1
s - fx)=——— (x-Xx,)
y f( o) f(Xo) 0
S . . . M Tabla 15.
Aplicaciones de la derivada
°
]
% Ejercicios de Fisica. Calculando la primera deri- Trazado de curvas. Mediante la derivada de una
é vada en las ecuaciones de desplazamiento, la funcién, podemos determinar si la grafica es cre-
! primera derivada representa fisicamente la veloci- | ciente o decreciente, ademds, podemos deter-
g dad y la segunda derivada, la aceleraciéon de una | minar los extremos relativos como son mdximos y

particula. mMinimos.

W Tabla 16.



Problemas resueltos ©
Limites

1. Determina el lim (-4x - 2) utilizando la nocidn en la que se analice la tabla de valores aproximada vy la re-

x—1
presentaciéon grafica.
X 0,98 0,99 1,01 1,02 1,03
fx) -5,92 -5,96 -6,04 -6,08 -6,12
xf(x) (0,98;-5,92) | (0,99;-5,96) | (1,01;-6,04) | (1,02;-6,08) | (1,03;-6,12)
y A
Como podemos observar en el grafico, en el punto (1, - 6)
5 existe una discontinuidad.
Es decir, el lirri -4x-2=-6
X—

Verificando numéricamente, tenemos:

lim-4(1)-2=-4-2=-6
5 % x—>1

v

n Derivadas

2. Determina f'(x) para f: X+ f(x)= 5x*- 9 utilizando la definicién de la derivada por limites.

5(x+ h)?- 9 -(5x*- 9) Reemplazamos (x + h) en la variable x, luego restamos
f'(x) = lim f(®
h—0 h
; . 5x*4+10xh+ 5h*-9-5x>4+9
= le i Resolvemos el producto notable y resolvemos ()
-0
, . 10xh + 5h?
ffx= le T Reduccion de términos semejantes
-0
, _ h(10x+5h) ,
ffx= le — Factor comun y simplificacién de fracciones
-0
= }]1_% 10x Determinamos el limite reemplazando h por 0.

3. Determina f'(x) para f:x e f(x)=4x°+ 7x°- 8x? - 12x + 25, utilizando las reglas bdsicas de la derivacion.

fixPf(x) =4x°+ 7x3- 8x% - 12x + 25

Prohibida su reproduccién

f'(x) =20x*+ 21x?- 16x - 12 Utilizamos las reglas bdsicas de la derivada.
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Problemas resueltos ©

Interpretacion geométrica de la derivada

4, Determina la ecuacién de la recta tangente y la recta normal a la grdfica de la funcién
fix e f(x)=-5%*+ 4 en el punto (1,-1)

Cdilculo de la recta tangente

Derivamos la funcién

f'(x)=-10x

Determinamos f'(1)
f'(H=-10(1)=-10
-10

tangente

Ecuacién de la recta tangente

y_f (Xo) = f'(XO)(X-XO)

y+1=-10(x-1)
y+1=-10x+10
Ecuacion: 10x+y-9 =0

Cdlculo de la recta normal

Como : m =-10

tangente

1
enfonces m,...= 1o

Ecuacion de la recta normal

_ .1
y_f(X())_ fl(XO)
y+1=15(c-1)
10y + 10=x- 1

Ecuacion: x - 10y - 11 =10

Grdfica de la funcién y las rectas tan-
gente y normal

y=-5x"+4 y‘
10x+y-9=0
Xx-10y-11=0

>

n Madximos y Minimos
2

5. Sea f:x Hf(x)z)’:z%g

4

, redliza el andilisis de las propiedades de la grdfica.

Analisis de la grdfica

Derivamos la funcién

fo= 57

Obteniendo la funcién

oy 10x
f(X)— (X2'4)2

Determinamos las asinto-
tas verticales.

X2-4=0

x2=4

X==2

X=2;xXx=-2

Igualamos el numerador a cero
para determinar las raices.

10x =0, enfonces x=10
Reemplazamos x en la funcién
original.

fo=7=3

Extremo relativo (0, %)

Intervalos
Creciente

(0,2) y (2,0)
Decreciente
(-0,-2) y (-2,0)

Grdfica de la funcion y

las rectas tangente

y normal

A

-10

-10




1. Determina el lim (-3x*+ 4); analiza latabla de

X=X,

valores aproximada y la representacion grdfica.

X ~ 0,98 099 1,01 | 1,02 | 1,03
f®
()
A
y
5

D Cociente incremental

2. Un cuerpo se mueve segun la ecuaciéon y= 17t
si la distancia se mide en metros, determina la
velocidad media considerando los 3 primeros
segundos de caida.

3. Una particula cae segln la ecuacion y= 28t?
+ 3, si la distancia se mide en metros. Halla la
velocidad media considerando los dos primeros
segundos de movimiento.

4. Considera la grdfica de la funcién f.

ﬁ_

Halla los siguientes limites:

a. limf(x)

X—>-c0

b. lim f (x)

X— 400

c. limf(x)

X—-4"

d. limf(x)

x—>-4+

e. limf(x)

x—-4

f. lim f(x)

X—-2

g. lim f(x)

x—-2%

h. lim f(x)

X—-2

lim f(x)

x—3"

lim f (x)

x—3*

lim f (x)

x—3

lim f(x)

x—0

x~ b -

Indica en qué puntos fno es continua.

B Derivadas (limites)

5.

Determina la derivada de las funciones utilizan-
do la definicién por limites.

C fixe f(x)=-5x+2

0]

b. fixe f(xX)=2x*+x

@]

. fixe f(x)=10x3

o

fixe fx)=x3-x+2

0]

Cfixe f)=x-4+%°

X
f. fixe f(xX)= <t 2

g fixe f(x)=x%-2x

Calcula, a partir de la definicidn, la derivada de
la funcidn constante y comprueba gue es la fun-
cién cero.

Calcula, a partir de la definicién, la derivada de
la funcion f:x e flx) =x"paran=1,2y 3,y com-
prueba que se verifica f'(x) =n-x™.
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8. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a. fixe f(x) =8x’

(0]

. fixe f(x)=3x*-5x%- 12x2

O

. fixe f(x)=4Inx-x
b. fixe f(x) =Vx*

c. fixw f(x)=4cos (x)-x-Inx
¢ f:x")f(x)zg/% d. fixe fx)= (2x+ 3)?

d. fixwe f(x)=3x*-2x* + 7x + 10 e fixm f(X)= e ®

e. fixe f(x)=cosx-e" f. fixe f(x)=In3x?

f. fixe f(x)=4x*:Inx 12. Averigua si es cierta la afirmacién siguiente:
g. fixe f(x) = (5x°- 3x2) - (7x* - 3%?) Fo= % S () %

23+ 7x%-8x+9

n. fixw f(x) = cos X 13. Demuestra que la derivada de f(x) =tg (x) es:
, ) _ 4x-senx N
L fixe R 3-4ex F'= cos? (x)
» Derivadas (reglas) 14. Calcula la derivada de las funciones siguientes:

. g4 3_ 2
9. Deriva las funciones utilizando las reglas de a. frxw f)=3x"+5x°- 12+ 3x + 4

derivacion.
b. fixe f(x)=4Inx-x

a. fixe f(x)=3x*-4x+9x°
b. fixe f(x)=3-10x*- 4x c. fixe f(x)=e*-sen (x)
c. fixe f(x)=3-10x3-4x
d fixe f(x)= 4cos(x)-x-Inx
d. fixe f(x)=3-10x%-4x
6 fixo f()= x- 40X
e. fixe f(x)=Vx+Vax-Jx + 15

. . 15. Aplica la regla de la cadena para calcular la
10. Aplica la regla de la cadena para derivar las derivada de las siguientes funciones:
siguientes funciones:

a. fixe f(x)=(2x"-3x*- 7x+ 3)° a. fixe f(x) = (2x+3)?

b. fixw f(x)=sen (x*+5) b. g:x = g(x) =sen (5x)

Cc. hix»h(x)=e«®

c. fixw f(x)=In (senx)

d. i i(x)=1 2
d. fixe f(x)=cos? (x*+ 2x?) irx = i(x) =In (sen (x) %)
i . 3 — 2 3
11. Calcula la derivada de las funciones siguien- & Jix () = cos*(x)
tes e indica en qué casos has aplicado la re-
gla de la cadena: f. kix~k(x) =+sen(x)
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16. Calcula la funcién derivada de cada una de
las funciones siguientes:

a fixwe f(x)=tg(3x)
b. fixe f(x) =e"-sen (3x)

17. Dada la funcién f(x) = x% - 7x + 1, averigua el
valor de la derivada en los puntos de abscisa
x=-2,x=2yx=10.

B Derivadas sucesivas

18. Determina f'(x), f"'(x),f"'(x) en las siguientes
funciones.

a. fixe f(x)=-5x°-4x*+2

b, fixe f(x)=- %xé R

(1
272

c. fixw f(xX)=Vax-V27x+Vx + 15

A fixm f()= 7=

D Rectas tangentes y normales

19. Considerando la ecuacién f(x)=-3x*+ 4 en
el puntfo (-1,7), determina:

a. La ecuacidn que permita encontrar la pen-
diente de la recta tangente.

b. La pendiente de la recta tangente en el pun-
to dado.

c. La pendiente de la recta normal en el punto
dado.

d. La ecuaciéon de la recta tangente
e. La ecuacién de la recta normal

f. La representacion grdfica de la funcién vy
las rectas tangente y perpendicular al punto
dado.

20. Considerando la ecuacién f:x = f(x)=Vx en
el punto (4, 2), determina.

a. La ecuacién que permita encontrar la pen-
diente de la recta tangente

b. La pendiente de la recta tangente en el pun-
to dado

c. La pendiente de la recta normal en el punto
dado

d. Laecuacién de la recta tangente
e. La ecuacién de la recta normal

f. La representacion grafica de la funcidn vy las
rectas tfangente y perpendicular al punto
dado

21. Dada la funcién f: x » f(x) = sen(x) - cos (x),
comprueba que la funcién derivada se anula
en el punto de abscisa:

- T
=

e ;Coémo serd la tangente en dicho punto con res-
pecto al eje de abscisas?

22. Averigua la ecuacién de la recta tangente a
la curva de la funcién fix e f(x) =x-Inx en el
punto de abscisa x = 1.

23. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la
grdfica de cada una de las siguientes funcio-
nes en los puntos indicados.

a. fixwe f(x) =x*+ 2x + 10, en el punto de
abscisa  x=-2.

b. f:xe f(x)=e* en el punfo de abscisa x = 0.

c. f:xe f(x) =Inx en el punto en que la gréfi-
ca corta al eje de abscisas.

24, Calcula la ecuacion de la recta tangente a la
2

grdficade fixe f(x) = XZL

1 en el punfo de

abscisax = 1.

-¢.En qué punto la tangente es paralela al eje de
abscisas?

ion

2
<




25. El niUmero de dtomos de una muestra de ma-
terial radioactivo se desintegra a medida que
pasa el fiempo segun la siguiente funcién:

N0 = k  N(t): NUmero de &dtomos
® ~ et t Tiempo

-Razona cudndo se desintegra mds rdpidamen-
te el material, ¢al inicio o al final del proceso?

26. Dada la funcién f(x) = k- In x, donde k es una
constante, halla el valor de esta sabiendo que
la derivada de la funcién en el punto de abs-
cisax =1 esigual a 3.

27. Averigua el valor de los coeficientes m, ny p de
la funcién:

f)=x*+mx*+nx+p

sabiendo que su grdfica pasa por el punto
(0,2) yque f'(2) =f'(0) = 1.

ED Avlicaciones de Ia derivada

28. Desde un globo aerostdtico en reposo que estd
a una altura de 1300 m sobre el suelo, se lanza
una piedra verticalmente hacia arriba que lle-

va velocidad inicial de 25 M | Determina.
S

La expresidn de movimiento
La expresion de la velocidad
La velocidad para t = 1s.

La velocidad para t = 2s.

® o 0 T 0

La aceleracién para t = 2s.

29.Un cuerpo en caida libre recorre lptz, donde
2

la distancia se mide en m, el tiempo en segun-
dos y p es la aceleracion de la gravedad. Cal-
cula la velocidad y la aceleracién a los 2s.

30. Un mévil que viaja a 30 %oplico el freno de

manera repentina. Si el movimiento realizado se
modela segun la ecuaciéon: y = 30t - t%, halla
la distancia recorrida asi como la aceleracién
que desarrolla el mévil hasta detenerse.

D Mdaximos y minimos

31. Dada la funcién f:x = f(x)= 2x*- 5x, determina.

a. La derivada de la funcién
b. Los valores criticos

C. Los valores extremos

d. El punto mdximo y minimo

e. La grdfica de la funcid.

32. Dada la funcién f:x+ f(x)=5x*- 10x%, determina.

a. La derivada de la funcién

b. Los valores criticos

c. Los valores extremos

d. Los puntos mdximo y minimo

e. La grdfica de la funciéon

D Mas a fondo

33. Escribe dos situaciones en la que se pueda intuir
la definicién de  limite.

34. Determina el lim 2x - 5 completando la siguien-

x—3

te tabla de valores aproximada.
X 2,98 | 2,99 | 3,01 | 3,02
f®)
x f(x))
35. Determina el lim X

x—-1 X
te tabla de valores aproximada.

2
; completando la siguien-

X -0,9
fx)
x f(x)

36. Calcula el valor de los siguientes limites en forma
numérica.,

-0,99 | -1,01 | -1,04

a. limx-3
Xx—2

b. limx+ 2
Xx—-2



37.

c. limx+ —
x—>z
3
d. lim-3
x—2

e. lim (m?-10)

x—-5
folim X3
x>3 X+ 3
g. lim 2r?
x—=5
3.
=2 X+ 2

Escribe V si es verdadero o F si es falso, segudn
corresponda

La expresién de la derivada por limites es
 fx+h-f(®
lim
h—0 h

()

La derivada de
f'(xX)=n2x"

la funcidon f(x)= 2x" es

)

d
La notacion de Euler para la derivada es d—y( )
X

()

Si f'(x)> 0 entonces la funcidn es creciente.

Si f'(x)= 0 enfonces la funcion es decreciente.( )

La primera derivada en la funcién de desplaza-
mientfo representa fisicamente la velocidad me-
dia. ()

Al calcular la segunda derivada en la funcién de
desplazamiento  determinamos la aceleracion
instantanea. ()

Los valores de la variable independiente que sa-
tisfacen la ecuacion f'(x)= 0 se denominan valo-
res criticos. ()

Para determinar los extremos relativos reemplaza-
mos los valores criticos en f'(x). ()

Al calcular la derivada de la funcién f(x)= 2x*+
12 resulta 8x*. ()

38.

39.

40.

Cuando se deriva f(x)=x? - 5 utilizando la ex-
presién de limites, resolviendo el producto nota-
ble y reduciendo términos semejantes, resulta la
expresion:

a  lim x>+ 2xh - h*-5
h—0 h

b lim x%+ 2xh - h?
x-0 h

e lim x%+ 2xh - h?
h-=0 h

d. lim 2xh - h*
x—0 h

Cuando se deriva f(x)= 2x° utilizando la expre-
sion de limites, resolviendo el producto notable
y reduciendo términos semejantes, resulta la ex-
presion:

) x3+ 3xh-h3-5
a. lim
h—0 h
b. lim 6x*h + 6xh?+ 2h?®
x-0 h
) 2x°h + 2xh? - 2h?
c. lim
h—0 h
2 2 h - h?
a lim + 6x* + 3x
x-0 h

Al derivar f(x)= VX, resulfar
a. fixe f(X)= \/X;
1
b fixe f()= 2 VX
1
S fixe f()= NS

d. fixe f(x)=2V/x
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A . .
£/ Para finalizar

(1)

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

¢Cémo ha sido mi actitud

* Escribe |la opinidn de tu familia.

End:te d(t)= 4t*+ 8t- 2, el valor de
la aceleracion instantdnea es:

a. f(x)=-2
b. f(x)=10
c. f(x)=8
d fx)=0

En d(t)=5t*+ 10t- 12, el valor de la
aceleracion instantdnea cuando t =
2s es:

a. f(x)=20m/s
b. f(x)=10m/s
c. f(x)=15m/s
d. f(x)=3m/s

Determina |la derivada en las siguientes
funciones utilizando las reglas de la de-
rivacion.

a. fixe f(x)=8x*+15-x

b. fixe f(x)=V16 x? + V 25x*

z oz
. fixe f(X)=x"+5x > 12

C
X+ 3
PSS
2
e

- f=X'—>f(X)=W

* Trabajo personal

¢He cumplido

frente al frabajo? mis tareas?

(Qué aprendi en esta
unidad?

Escribe “V” inicial de Verdadero
6 “F" inicial de Falso, segun corresponda

a. La primera derivada en la funcién
de desplazamiento representa fisi-
camente la velocidad media.

b. Al calcular la segunda derivada
en la funcién de desplazamiento
se determina la aceleracién ins-
tantdnea

C. Los valores de la variable indepen-
diente que satisfacen la ecuacion
f' (x)=0se denominan valores cri-
ficos.

d. Para determinar los extremos rela-
fivos se reemplazan los valores cri-
ficos en f' (x).

e. Al calcular la derivada de la fun-
cion f(x)=2x*+12resulta 8x*".

f. La derivada de Ila funcidn

f(x)=2x"es f'(x)=n2x".

9. Si f'(x)>0 entonces la funcion es-
creciente.

h. Si f' (x)=0 enfonces la funcién es-
decreciente.

* Trabajo en equipo

¢He compartido con mis
companeros y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor sugerencias para

mejorar y escribelas.

B
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Proporcion marginal al ahorro

La propensién marginal al ahorro dependerd,
visto desde el punto de vista de factores endoé-
genos al modelo, de la capacidad de ahorro
gue tenga la economia, y de la posibilidad que
tfenga esta. Se espera que (b) tenga un valor
mds alto en economias de mayor desarrollo.
Matemdticamente, la funcidén de la Propensién
Marginal al Ahorro (PMA) se expresa como la
derivada de la funcién de ahorro (S) respecto a
la renta disponible (Y).

dS
PMA =——
dYy

En otras palabras, la Propensidn Marginal al
Ahorro se interpreta como la cantidad en la
que aumenta el ahorro de las familias cuando
se produce un incremento de una unidad mo-
netaria en la renta disponible, tomando valores
entre 0y 1. Es el concepto opuesto a la Propen-
sién Marginal al Consumo (PMC). En un supues-
to cldsico de economia cerrada.

PMA =1-PMC
Y por tanto

PMA + PMC=1

Asi, en el ejemplo anterior, siendo la PMA de
0,35, ante un incremento de la renta disponible
en una unidad monetaria, el individuo o familia
ahorrard 35 centavos y gastard los 65 restantes.

Extraido 4 de abril del 2016
desde la pdgima web: https://goo.gl/BBoMvG

DERIVADAS DE FUNCIONES REALES
u ETETEN

M
Costo Marginal

Se define como la variacion en el costo fotal ante el au-
mentfo de una unidad en la cantidad producida, es de-
cir, es el costo de producir una unidad adicional.
Matemdticamente se expresa como la derivada par-
cial del costo total respecto a la cantidad:

Costo Marginal = dCosto Total / 0Cantidad
CMg =dCT/ 9Q

El costo marginal es un concepto fundamental en la teo-
ria microecondmica, debido a que se utiliza para deter-
minar la cantidad de producciéon de las empresas y los
precios de los productos. El costo marginal depende de
la tecnologia utilizada en la produccién y de los precios
de los insumos v los factores de produccion.

Extraido 4 de abril del 2016
desde la pagima web: http://goo.gl/4iKFME

Ingeniero en Finanzas

Podria determinar el valor S de un capital, en de-
terminado ndmero de anos invertidos a una ftasa
anual r compuesta continuamente mediante la
expresion S = Pe™,

https://goo.gl/anZH6R
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"= ELIGIMOS

La derivada de una funcidén halla
plena aplicacidén en situaciones
de potenciacidon econdmica en
determinada empresa, donde a
fravés de un conjunto de estrate-
gias publicitarias que conlleven a
una disminucién econdmica en la
cuota a cancelar mensualmente
(sistema de planes de telefonia),
se logre aumentar de manera con-
siderable el nUmero de clientes bajo esta modalidad de prestaciéon de servicios de tele-
fonia celular.

Bajo esta infencion, se establecen por un lado variables inherentes a los clientes, como: el
valor de disminucién, el nUmero de personas que aplican a esta disminucién, y por ende,
variables de gestién empresarial, como valores totales econdmicos de disminucién por con-
cepto de las promociones ofertadas y el nimero de clientes que se proyecta captar duran-
te la temporada que conlleve la maximizacién de ingreso econémico para la empresa.

"= PLANIFICAMOS

La situacién problemdtica se interpreta a través de un modelo matemdtico en el cual se
establece una funcién de ingreso a partir de la cual, el ingreso econdmico para deter-
minada empresa sea mdaximo. Consideremos “promociones” difundidas en los diferentes
medios de comunicacién y en determinada temporada durante el afo, misma que se
interpreta en un intervalo cerrado. Para analizar la situacién propuesta, sugerimos el si-
guiente proceso:

Primero: Establecer variables

d = NUmero de disminuciones v = Valor de disminucion
n = NUmero de clientes N = NUmero de clientes nuevos
¢ = Cuota de pago mensual C = Cuota modificada mensual

[ = Funcidn de ingreso econdmico

Segundo: Establecer la funcién de ingreso econémico relacionando las variables asi
como las condiciones:

[ = (ndmero de clientes fotales) - (cuota modificada mensual)

[=(+N-d)- (c-v-d)

http://goo.gl/Nw1MrL



Tercero: Derivar la funcion obtenida al reemplazar los diferentes valores
"= (n+N-d):- (c-v-d)
Cuarto: Maximizar la funcidn, calculando el valor numérico en puntos referenciales

Sea el dominio: (a, ¢) y determinar|” (a), 17 (d) .17 (c)

Dbesarolf * © 7 T A B
'

DESARROLLAMOS

La empresa de telefonia Comunicatel dispone actualmente de 50 000 clientes, que pa-
gan por un plan bdsico celular, una cuota de 30 ddlares. Segun datos obtenidos en una
encuesta realizada en tfemporada navidena, se podria captar 5 000 clientes potenciales,
si disminuimos la cuota en 0,25 centavos por cada cliente potencial. ¢ Para qué valor de
cuota se obtendrd el ingreso mdximo y cudntos clientes se tendrian con tal cuota?

Determina.
a. La cuota mensual modificada
b. El nUmero total de clientes
c. El dominio de la funcién
-Sugerencias: Despejar d en la cuota mensual unificada luego de igualar a cero.
d. La funcidn de ingreso econdmico

-Sugerencias: e Resolver el factor comuin numérico en el primer factor
 Aplicar la propiedad distributiva entre los paréntesis

* Derivar (Factor comun) (Expresion obtenida en el paso anterior)

e. La derivada de la funcién de ingreso econémico
El nUmero de disminuciones
-Sugerencia: Igualar a cero Resolver el factor comln numérico en el primer factor
9. Elingreso mdximo econémico
-Sugerencias: Evaluar I (0), 1(d),I(120)
h. ¢Cudndo ocurre el ingreso maximo?
i. ¢Cudl es el valor econdmico que la empresa asume como concepto de disminu-
cion?

j. ¢Cudl es el valor de la cuota mensual modificada a ser cancelada por los clientes?

k. ¢Cudntos clientes nuevos se captaron?
. ¢Cudl es el fotal de clientes ?

o
m. ¢ Cudl es ingreso econdmico que tendria la empresa? :



O Sean las graficas Ay B, contesta las si- @ El desplazamiento en metros de un de-

guientes preguntas: portista de élite se expresa mediante:
s(t) = 84 5t*- 3t, donde t es expresada en
segundos.

a. ¢Coémo se obtendrd la expresion que per-
mita evaluar la velocidad del deportista?

b. ¢Cudl es la expresion?

c. Si deseo conocer, la velocidad a la cual
se desplaza a los 3 segundos. {Qué pro-
ceso se debe realizar?

<

N W s

d. (Como se podria determinar la expre-
sion que permita calcular la aceleracion
que desarrolla el deportista?

+ (N TR SR TR T N B
e >
.z.1+1234567X
-t

e. (Cudl es la aceleracién del deportista
en el instante cuando t =5 segundos?

@ Verifica si las siguientes funciones son in-
yectivas ufilizando el andlisis algebraico,
grafico y de tabla de valores.

a. gxegx)=-3x +V2
a. (Qué tipo de funciones son?

b. f:Xl—>f(X)=-%2+5

c. hixmh(x)=vVx+2-m

b. ¢Cudl es el dominio en cada una de las
gréficas?

c. ¢Cudl es el recorrido en cada una de

las graficas? , )
O Dadas las funciones, realiza la representa-

d. ¢Qué funcion es inyectiva? utilizando el cién gréfica y determina si son biyectivas
meétodo grafico analizando el criferio algebraico, numéri-
e. ¢Qué funcién es sobreyectiva? utilizando co y grdfico.

el método grdfico
. . . a. fixe f(x)=3x +e
f. ¢Todas las funciones tienen inversa? ¢ Por

. e b. fixm f(x)= -2

g g. ¢En qué intervalos las funciones son cre-

‘é’ cientes? ;Y decrecientes? c. [fixe f(x)=Vx-5+2m

% h. ¢Cudles funciones son estrictamente _ .

o crecientes? @ Responde V si es verdadero o F si es falso,
§ segun corresponda.



. Las funciones inversas se verifican me-
diante el concepto de composicion de
funciones.

. El quinfo término de la progresion:

2,1, l es l,
2 4
. La funcién inyectiva se verifica grdfico-

mente por dos punto de interseccién
con la linea vertical.

. Todas las funciones biyectivas son inyec-
tivas.

. La funcién f: A—B es sobreyectiva
cuando el Rec f = A.

. La funcién fangente es inyectiva.

. La funcion f: x » f(x)= sen (2x) es
una traslacion.

. La funcién tangente tiene asintotas.

La funcién f: x » f(x)= -tan(x) es una
reflexion.

@ Escoge la opcidn correcta.

* (/Cudl de las siguientes funciones es la

* Enlaprogresion 2Zm+5;m+2;-1;-m -
4... La diferencia es:

a.m+3 b.-m-3 ¢ m-3 d -m+3

e Lasuma de los términos de la progresion
aritmética del ejercicio anterior es:

a. 2m+2 b.-m+5 c 2 d. m

O Halla las dos cantidades a, a, n, d, 0 s, que

faltan en cada uno de los problemas.

116

=.3 5=
d=-55%=""5

b.a=16,d=3;s =51

@ Sean fixe f(x) =7x*-5; g x - g(x) =x*- 2%;

h:x = h(x) =V(x + 2), halla.
a feg c. (ho fH(1)

o (f 2 8)(-3) d hof

inversa de la funcion f:x - f(x)=-3x @ Determina (fog) (x)y (g°f)(x) para cada

+ 157 :
X -x'+

a gx) = 3+5 ¢ gx) = 3
X _X

b. g =73+5 dg®=7

* Alinterprefar la funcion f(x)=-cos(x - 2)
. Se mueve 2 unidades a la derecha y
se refleja sobre el gje x.

. Se mueve 2 unidades hacia arribay se
refleja sobre el eje y.

. Se mueve 2 unidades a la izquierda vy
se refleja sobre el gje x.

. Se mueve 2 unidades a la izquierda y
se refleja sobre el gje y.

par de funciones.

a. f(x) = 14x+ 4; g(x) =§

b. fixe f(x) = 4x% g(x) = 2V/4x

C fixm f) =80 =x-2

En d(t) = 8t*+ 2t, el valor de la aceleracion
instantanea (a) es:

a.a=-2 C.

b.a =16 da=0
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paramétrical

Ecuacién de la recta en la
forma vectorial.
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plicita a las formas paramétrica
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Ecuacién de una recta perpen-
dicular a una recta conocida

Ecuacién de una recta perpen-
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||\ Libros

Como puedes leer en el siguiente fragmen-
to del libro Iniciacion a la aerondutica de
Antonio Creus Solé, los vectores desempe-
Aan un papel fundamental en la navega-
cién aérea:

«En vuelo sin viento, la ruta sobre el suelo
descrita por el avién es igual al rumbo. El
viento desplazard el avién de su rumbo y la
ruta verdadera descrita sobre el suelo dife-
rird del rumbo mantenido.

El viento puede ser representado por un
vector definido por su direccidén y su veloci-
dad. La direccién del viento es la direccidn
de la que viene el viento, no a la que apun-
ta el viento. De este modo, un viento de
180° 10 nudos significa un viento que viene
del sury de intensidad 10 nudos.

Para dibujar la ruta verdadera del avidn se
dibuja el llamado friangulo de velocidades.
Para ir de un punto A a otro B se dibuja una
recta que los une sobre el mapa. A conti-
nuacion, se tfraza sobre ella, partiendo del
punto A, la velocidad verdadera del avién
(TAS) y el viento estimado de 210° 20 nudos
(el viento viene de 210°) y se unen los extre-
mos de los dos vectores».

Web

Robin Cook escribid en 1999 una novela
fitulada Vector que trata sobre el peligro
de las armas bacterioldgicas.

En la siguiente pdgina http://links.edebe.
com/hédd, podrds ampliar la informacién
sobre el autor y su bibliografia.

EN CONTEXTO

a. ¢Por qué crees que se utfiliza un vector
para representar el viento? (Se te ocu-
rren otros fendmenos fisicos que deban
ser representfados con vectores?

e Anota en una lista varios fendémenos fisi-
COs que se representen con vectores.

e Busca en Internet, como minimo, fres fe-
némenos fisicos mds que también se
representen con vectores, y resumidlos
brevemente.

* Pon en comun en clase los fendmenos
fisicos que hayas encontrado.

b. Busca informacién en Internet sobre los
vectores bioldgicos y las enfermedades
fransmitidas por vectores. ; Qué relacion
fienen con el libro de Robin Cook? ¢Por
qué crees que se utiliza el término vec-
for para definirlas?

129
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>\

Y

- = .
Vectores Ay B con el dngulo
de separacién entre ellos.

mFig. 1.

-

B

R

Vectores base

Al expresar un vector en coor-
denadas de vectores base,

se designa las letras:

i para la componente del

vector en x.
j para la componente del
vector eny.
_)

y4&  M=6i+ 3]
5 .

A]
0 5
M Fig. 2.

|. VECTORES EN R?

1.1.Producto escalar entre dos vectores

El producto escalar o tambien conocido como produc-
to punto, entre dos vectores, es un nimero real que se
obtiene al multiplicar los mddulos de los vectores con-
siderados entre si, por el coseno del dngulo formado
entre estos vectores.

- = - -
A-B=||A]||-||B|]| cos ©

El producto punto toma su nombre debido a su representacion

«un punto» entre los vectores relacionados en la operacion.

Determinemos el producto escalar con los vectores
A=A4i+4)y B=(31+])

|

l

g 2> o3 > : > 3 > 2 :
ﬁ.E=(4l'_3ﬁ+(4l'ﬁ+(4l"35"‘(4]']) Reemplazo :
AB=(12) + (41-)) + (4)--3) + (4) Prop. Distributiva |
0 0 I

A-B= (-12+4) Resolucion i
- - !
A-B=-8 )

Observaciones:

El producto escalar de los vectores unitarios rectangu-
lares es:

T . iy
i-j=0 oviceversa j-i=0
- >
1

- >

e e —

Determinemos el producto escalar entre:
K= 9)y B=(2i-6])
= (--2) + (-9 -6))

1. Q)etermjna (—g;l p_r)oduch) esc_:)alg)r solicﬁrodg) siendo A= (-2?+ 3]));
B =(-1i+9j); C= (+3i- 2j); D = (-2i + 2j)

- - - -
a. A'B d. B:B
- > - >
b.B:-C e C-C
- > - -
c. A-A f. A-D
- - - -
g.B'D h.D-D

S |



Ejemplo 3

1.2.Producto escalar de un vector por si mismo
Dados el vector:

B= (5; 8)m .Determinamos el producto punto utilizando la
definicién de producto punto.

Sean:
El vector B = (5;8)m

Producto Escalar de un vector por si mismo

El producto escalar entre dos vectores iguales, es igual
al cuadrado el mddulo del vector dado.

N
Dados el vector § = (5; 8)m determinemos el producto punto de sf \
mismo B2,
Cdlculamos la magnitud
Aplicando el Teorema de Pitdgoras, se fiene:

|IB|| = VBX: + By?)

Y TAVBEN 22

|

|

|

|

|

|

|

|
|IB|| = V57 + 87 |
IIB|| = V25 + 64 i Vectores iguales
[IB]| = v89 ; 1IBl|~943 |
Enfonces el producto punto es: ||B||> =89 : Al disponer de dos vectores
Hallamos B? : ! gue son iguales se concluye
B?=(5;8)(5;8) : que el dngulo que forman
B?= (25 + 64) : enfre gllos es 0°.
B2 =89 ) Ademds A = B debido a que

77777777777777777777777777777777777777777777777777 - son iguales.
Se tiene entonces:

1.3. Propiedades del producto escalar

A - B = [IAll-[BI] - cos 0°
El producto escalar cumple con la propiedad conmutativa, A - B =|lA]l-IAll - (D)
Es decir: A-E =&’
- o - -
A-B=B-A

Ademds cumple con la propiedad distributiva con relacion
a la suma de vectores.

e -5 5 5 o
C-(A+B)=C-A+C-B

Se verifica que el resultado es igual al calcular mediante la
magnitud elevada al cuadrado.

4>

2. Dados los vectores : A = (3i_)+_j))cm; B= (Y+ 2]?)cm; C= (2})
+j) cm. Determina.

> = - 2 =
c. A-B-C
e
b. C-A d. Demuestra que:

Q
>
W

S |
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1.4. Vectores Perpendiculares

K - - -
A- B=||A|| ||B||-cose
A- §=||A|| ||B|| cos 90°
o =90° A- B=|IAI| IIBII (0)
A-B=0

M Fig. 3.

Wl

Dos vectores son perpendiculares cuando forman un dngulo recto (90°) y se cortan en un
punto. Por lo tanto, aplicando el producto escalar entre estos dos vectores perpendiculares,
el resultado obtenido es cero.

|dentifiquemos si los siguientes vectores son perpendiculares entre si. Realizamos un bosquejo

\
< |
<l referencial del caso. N l
a 4 |
= X— 2 2 = . |
o =(4i-7j))m y B=(14; 8)m |
N NN 54 |
L |

A - B = AxBx + AyBy 4+ I
- > 3+ |
A-B=#)(14) + (-7)(8) 2 i
- > 1 :
A-B=56-56 Y Y O O I O > I
SN B A NI 3 45 67 89 oli12 1314 x :
A-B=0 T I
:

|

M Fig. 4. :

Representan dos vectores perpendiculares porque el producto escalar es igual a cero. /:

=

3. De los siguientes vectores ¢ Cudl es perpendicular al vector D = (6Km/h; 30°)?
a E= (8km/h; 90°)
=

b. F=(12km/h; 0°)
-
G=

c. G= (5km/h; 120°)

d - -
4. De los siguientes vectores ¢ Cudl no es perpendicular al vector A = (8i - 20j)m?

a.

Prohibida su reproduccion

E=

b. F= (21 + 5])m
_)
G

I
V)
N
U'l
==l
+
o
=]
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1.5. Vectores Paralelos

>

- o - E - o -
A- B=||A|| [|B]| - cos 6 . A. B=||A|| [IB]] - cos ®
- - . B - - -
A- B=IIAII IIBII-0051800 ; A- B=||A|| [IB|| - cos 0°
- o g EEGNEN -

m Fig.5 KB= 8B (D g R-B= 1Al 1IBI| - ()
K- B=-|I&]l- |IB| | A-B=|A]l-||B]

Dos vectores son paralelos cuando sobre una linea de accién, se forma un dngulo de 0° o
de 180°. El producto escalar de dos vectores paralelos es igual al producto de sus mddulos.

Ademads, las componentes cartesianas de dos vectores paralelos son proporcionales.
- -
A.B = AxBx + AyBy

AxBy = AyBx

|dentifiquemos si los siguientes vectores A = (4; + 5]?) my
B = (6i + 7,5j) m son paralelos.
Aplicamos la relacién de proporcionalidad.

AxBy = AyBx

(4)(7,5) = (5)(6)
30 =30 Verdadero
Estos vectores si son paralelos.

——— e~

5. Los vectores paralelos son aquellos que se grafican en:

a. Un dngulo recto
b. Un dngulo agudo

c. Un dngulo de 180°

_)
6. Escribe un vector paralelo al vector A = (5m; 60°).

7. Escribe un vector paralelo al vector A = (8;— 5;).

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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1.6. El uso de las TIC y los vectores

Utilizando el programa Geogebra se facilita el grafico e identificacion de vectores perpen-
diculares.

Cuando tenemos los dos vectores:

A=(5i+4)m y B=(2i-5)m

https://goo.gl/ntscG2

Se puede identificar su perpendicularidad o no, calculando el dngulo de inclinacién entre
los dos vectores. Para ello damos click en la opcién angulo.

https://goo.gl/ntscG2

Prohibida su reproduccion

Asi mismo se puede conocer el lugar donde se va a graficar un vector perpendicular; calcu-
- -
lando el dngulo de inclinacion, partiendo de un vector conocido A = (5i - 2j)m



Usando la opcién de dngulo conocida su amplitud

https://goo.gl/ntscG2

|dentificando un punto del vector y el punto del origen identificamos el dngulo que desee-
mMos, en este caso, 90°.

https://goo.gl/ntscG2
https://goo.gl/ntscG2

Unimos el punto de origen con el punto que identifica la perpendicular.

https://goo.gl/ntscG2
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1.7. Norma de un vector

La norma de un vector se puede identificar como la distancia del punto final al origen; se en-
cuentra calculando la raiz cuadrada de las variaciones de cada componente al cuadrado.
Por consiguiente, la relacién de la norma de un vector en R? (dos dimensiones) serd:

Sean los vectores v = (vx,vy) ; u= (ux,uy) = d(v-u)=V(vx-ux)’+ (vy-uy)?
Considerando que el origen es el punto 6 (0,0), la relaciéon quedaria expresada por:

d(v-u) = d(v-0) =V(vx- 0)>+ (vy - 0)?

La Norma o magnitud de un vector se representa por «| | | |»

e e e

Iden’rlflquemos la norma o mognl’rud de los siguientes vectores:

A= (6m; 35°) B = (31 4]) m; C= (7i + 2]) cuando su punfo de origen es D (3;-4)

En el vector A = (bm; 35°) norma del vector es 6m, debido a que se expresa en coordenadas
polares.

En el vector §; En el v_@c’ro_r)a : .
C = (7i + 2j); cuando su punto de origen es D(3; -4)
Realizamos el cdlculo punto final menos punto inicial.

O
°
o
£
()
)

B=37-4)m
|| B || = VBx'+ By’
1B | = V3+(ay

d(C - D) = V(Cx-Dx)’ + (Cy-Dy)?
d(C-D) =V(7-3) + (2-(-4))

Bl =V9+16 ¢-3
”_B)”:\/g d(C—D): (4)2+(6)2)
IB]| =5m d(C-D) = V16 + 36

d(¢-D)=+52

4

' >

i 8. Encuentra la norma de los siguientes  11. Las componentes de en una base orto- 9.-

! vectores: normalsonu=(1,2,3)yv=(-27-1).

! - > - Calcula:

L au=(1,Y2), v=(-4,3)yw=(8,-8) '

| g - - - - -

| b.De ABy AC, siendo A(6, 0), B(3,5), aJutvl  bofu-vpc[3u-2v]

! C(-1,-1).

| ( ) . 12. Determina un vector unitario que sea po-

i 9. Las componerjres de uyvenauno base or- ralelo a v = (2, 6, -3) y un vector unitario

1 fonormal sonu = (2,-5,4) yv = (-1,-3, 6). que sea perpendicular a i = (3, 2, -1).

: Calcula: !
c | — > - - |
i | ai-v b, |ﬁ| c |;’| d. cos (4, ) 13.Las componentes de u v Yy W en una !
3 ! gose ortonormal son u = (1, -1, 7), !
5 ! S v=(-2,0,5)yw(3-3,2). Halla. !
- ! 10. Halla el valor de k para que u = (1, k, 2k ) o o |
g ' fenga médulo 9. a.2u-(v+w) c.(utv)-(u-w) |
ol |
< \ b. i+ (W-1) d @-v-@+v) !
o |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



1.8. Distancia entre dos puntos

Para calcular la distancia entre dos puntos en el espacio, es necesario representar ese espa-
cio por medio de un vector y calcular la norma de este vector; considerando que la mayoria
de veces el origen no empieza en el punfo 0 (0,0); considerando los puntos A(x;; y,) Y B(x,; v,)
y aplicando la relacién estudiada anteriormente, obtenemos:

Sean los vectores v = (vx,vy) ; i=(ux,uy) =  d@-u)=V(vx-ux)?+ (vy- uy)?

Con ofra notacién seria: d(b-a) = \/(X1 -x)2+ (v,- )

Sean los vectoresa = (x,,y,) ; b=(x,y) = d=V(x,-x,)*+ (¥,-¥,)°

e e e e —

b. Distancia promedio recorrida

S Un corredor sale del punto (-3; 5) m y dentro de dos minutos llega al punto (5; -6). Determinemos. :
_g_ a. Distancia total recorrida !
=l b. Distancia promedio recorrida por minuto i
o a. Distancia fofal recorrida I
L |
|

Ay d= \/(Xz - Xl)z + (y2 - yl)Z :

10 '

d=V(-3-5)2+ (5 - (-6))? |

|

—/(-9)2 2 '

‘ oy i

re— d=+64+ 121 |

|

d=+185 |

|

% d =13,60 i

-10 5 0 5 10 i

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

5,-6 d
5 ’ dm=—
re t
13,60
dm = ———
i dm = 6,80 metros cada minuto
W fig.7 |
4 >
14. Calcula la distancia de los puntos A= (2,3,-1) yB=(1,4,0) alarectar: (x,y,z) = 9..

(1,3,-2) +k (1,0, 1).

15. Sea el friingulo determinado por los puntos A= (1,4,-1),B=(0,0,1)yC=(1, 3, 1). Ha-
lla la distancia del punto B a la recta determinada por Ay C. A continuacién, calcula !
el perimetro y el drea de este tridngulo. !
|
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1.9. Angulo entre dos vectores

El dngulo comprendido entre dos vectores A y B se calcula ufilizando la definicion del pro-
ducto escalar, representado en coordenadas cartesianas, y el producto de sus magnitudes.

> -

. AxBx + AyB
Cosez% Cos 0 = X%X E'Y
[1All - [IBII [IAll - [IBII
Y A
A
x =73,43°
1 1 1 ! 1 | >
1 2 3 4 5 6 Ty
M Fig. 8

—_————— e e =

Calculamos el dngulo comprendido entre los siguientes vectores: A= (3f+ 4f)m y B= (2?— ]7) m.

.
LM Primero: Encontramos el médulo o magnitud de cada vector, i

TZz I1A]] = VA + Ay? ||B||= VBX® + By? |
2 1A11= V3 + ®?) 1Bl|= V@) + (1)?
1Al = Vo + 16 1Bl =Va+1 |

1A =25 1Bl =5

I|A]| =5 m ||B||= 2,24 m i

Segundo: Aplicamos la relacidn correspondiente, con su respectiva grdfica. i

Cos B = lw v4 i

[HAIL- 1IBII !

3)(2) + @ (D) A |

ST 224) |

) N i

g Cos O = ?1’;} i
3 i
%O: Cos 6 T 112 T /=797 i
: Cos 0 =0,18 T T |
g 0 =79,71° ’ |
M Fig. 9 v




S

Calculemos el dngulo comprendido entre los vectores A= (-5;3)my B= (7m; 27°)

|

|

Sl Primero: Calculamos las magnitudes de los vectores  Segundo: Expresar el vector B en coordenadas :
%_ A y B cartesianas. i
£ S = = |
i.% I1A]| = VA T Ay Bx =B cos 6 By =Bsen® i
> Bx = 7m cos 27° Bx =7m sen 27° '
Al =V(-5)*+ (3)*) i

> Bx = 6,24 Bx=3,18 m [
IIA]| =V25+9 o m |
> B=(6,24;3,18 |
A1l =34 ( m i

N |
[|All = 5,83 m |

|

N |

La magnitud del vector B es 7 |
Tercero: Aplicamos la relacion correspondiente, con su respectiva grdfica. !
|

AxBx + AyB |

Cos = —ox TIYEY Y A i
[IAIl - [1BI o1 !
(-5)(6.24)+(3)(3,18) |

Cos 0 = 6T l
(5,83)(7) !

57T |

|

-31,2 + 9,54 !

Cos 0 =—"+—""— 4 4 |
40,81 A B :

-21,66 3T |

Cos B = - |
40,81 2 1 «=12206° |

|

Cos 6 =-0,53075 1 !
= |

|

6=122,06° : : : : : i ; . ; ; —p
-5 -4 -3 2 1 010 1 2 3 4 5 6 X :

al :

|

W Fig. 10 ,:

16. ¢ Cudl es el dngulo comprendido entre los siguientes vectores?
A= (7i-4)myB= (5 +2))m
C=(-5i + )Km/hy D = (-8i - 12}

E = (6m; 30°) yF = (2i + 7))m
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2. ECUACIONES DE LA RECTA

2.1 Ecuacion cartesiana de la recta (Forma explicita)

La ecuaciéon cartesiana describe a la recta
mediante los siguientes elementos:

* Pendiente; descrita por m, representa el
grado de inclinacién de la recta.

Es el cociente entre la variaciéon de la vario-
ble y y la variacion de la variable x.

.-y,

XX

X * Interseccion; se refiere al punto de corte
entre la recta y el eje de las ordenadas (eje
y). se representa por b y se obtiene con la
relacion:

XY -%Y,

XX

b=

Asi, la recta en su forma cartesiana o expli-
cita es:

m Fig. 11.

y=mx+b

e —

=8 Dados A= (5;3)yB=(7;5), determinemos la ecuacién explicita de la recta. |

— \

O [

g- Primero: Determinamos el valor de la Segundo: Calculamos el valor de la i

ol endiente: interseccioéon }

[im) \
Y. ¥, b= XY XY, i

m= "% B X,-X |

2 1 2 1 }

5-3 N GOROIO ;

- 7-5 i

2 21-25

m= —— b= ——— ‘

c 2 2 }
-4 |
3 m=1 b= —— !
2 |
f b=-2 3
:
g Con los elementos m y b, la ecuacion explicita de la recta es: y=x- 2 |




2.2. Ecuacién de la recta en la forma paramétrica

La ecuacidon paramétrica se expresa en
funcién de las componentes de dos de los
puntfos de la recta, con la relacién de un po-
rédmetro, que se puede simbolizar por «p».

La expresion paramétrica de la recta descri-
ta en los ejes respectivos es .

Enelejex: x=x+p(x,-X,)

Enelejey: y=y,+p{,-y)

A contfinuacion, ilustramos un ejemplo en el
cual analizaremos la ecuaciéon paramétrica
de la recta en funcion de sus respectivas
ecuaciones.

x=x,+P(x,-%x)
y=y,+p{,-y,)

]Y

S(3,7)

A

-5

Las ecuaciones en
forma paramétrica :

x=3-2p
y=7-6p

—————— e

Dada la ecuacion que se expresa mediante
Donde p es un ndmero reall.

1. Determina los puntos determinados
porp=,.,-2,-1,0,1y 2.
Andlisis numérico

3. Representemos grdficamente
algebraica entre x e y.

X X=p-5 y=3p+2 xy)
-2 -7 -4 (-7,-4)
-1 -6 -1 (-6,-1)
0 -5 (-5,2)
-4 5 (-4,5)
-3 8 (-3,8)

Xxey.

Andlisis algebraico

y=3(x+5)+2
y=3x+15+2
y=3x+17

2. Determinemos la relacién algebraica entre

10

la relaciéon

-10 -5

Despejamos el pardmetro «p» de la primera
ecuacion y reemplazamos en la ofra ecuacion.

-10

v
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2.3. Ecuacidn de la recta en la forma vectorial

® Fig. 14,

La ecuacion vectorial, expresa a una recta
en vectores base, es decir, en sus compo-
nentes incluye los vectores directores (i, j).
Describe la recta segun los elementos.

* Vector origen: Comprendido entre el
origen de coordenadas y el punto A (0A).

e Pardmetro: Se refiere a un valor numéri-
co constante (|p] ).

e Vector de direccion: Se constituye por
la variacion entre el punto final menos el
punto inicial (AB).

La ecuacién vectorial de la recta, conoci-
dos dos de sus puntos, es :

(0X) = OA + p (AB)

Sean los puntos A (1, 1) y B (3, 7). Determinemos le ecuacién de la
recta en forma vectorial.

Primero: Determinamos el vector origen, mediante la diferencia de
coordenadas:

OA=A-0;0A=(14])-(0i+0j); 0A=(i+])
Segundo: Determinamos el vector direccién mediante te la diferen-
cia de coordenadas:

AB=B-A; AB=(3i+7])-(i+]) ; AB=(2i+6))
Tercero: Reemplazamos los elementos en la ecuacién vectorial, por
lo tanto.

(0X) = OA + p (AB)
OX)=(i+j)+p(2i+6])

17. Dados los puntos A(3, 2) y B(-1, -3), determina la ecuacién de
la recta en forma explicita.

18. Dada la ecuacidén que se expresa mediante
x=p+ 8 ;y=2p-11,donde p es un nimero real, determina:
a. Los puntos determinados por: ... - 3,-2,-1,0,1,2y 3.
b. La relacion algebraica entre x e y.

c. La grdfica de la funcién.



2.4. Transformacioén de la forma explicita a las formas paramétrica y vectorial

Las formas de expresar una recta pueden relacionarse segun los elementos ya descri-
tfos en apartados anteriores. Partiendo desde la ecuacion de la recta en forma explicita:
y = mx + b, recordamos que sus elementos correspondientes son pendiente (m) e intersec-
cion con el gje y (b).

Asi entonces, para expresar la ecuacion de la recta desde su forma explicita a la forma
paramétrica, debemos obtener dos puntos de referencia, para lo cual es conveniente reem-
plazar dos valores de x.

De esta manera, reemplazando los valores x =0y x = 1, respectivamente;

Seax=0 Seax=1
y=mx+b y=mx+b
y=m(0)+b y=m(1)+b
y=b y=m+b

Obteniéndose por ende, los puntos :

A(0,b) y B(1,m+b)

Reemplazamos en la ecuacién paramétrica:
Enelejex: x =X+ p(x,-X,)
Enelejey: y=y,+p(y,-y)

Asi resulta entonces :

Sean los punfos A(0 ,b) y B(1, m + b). La ecuacion de la
recta en forma vectorial es:

Primero: Determinamos el vector origen, mediante la diferen-
cia de coordenadas:

—_ — —_ — —_ = —

OA=A-0;0A = (0i +bj) - (0i + 0j); OA = bj

Segundo: Determinamos el vector direccidn mediante te la
diferencia de coordenadas:

AB=B-A;AB=(i+mj+Dbj)-(0i +bj); AB=(i+mj)
Tercero: Reemplazamos los elementos en la ecuacioén vec-
forial, por lo tanto:

(0X) = OA + p (AB)

(0X) = (b}) + p (i + m))
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Expresemos la recta explicita: y = 5x + 4 a su forma paramétrica y vectorial.
Paso a la forma paramétrica:
Seax=0 yx =1, obtendremos los puntos :

D
o
o
£
o
[Ty

Six = 0 entonces se tendra: (0, 4) donde x, =0 y ademdsy, = 4
Six =1 entonces se tendra: (1, 9) deigualmanera: x, =1y y,=9
Aplicando la expresidon paramétrica.

Enelejex: x=x+p(,-x)— x=0+p(1) — X=p
Enelejey: y=y,+p(y,y)—=y=4+p(5) — y=4+5p

Paso a la forma vectorial:
Consideramos los puntos A(0,4) y B(1,9).
Primero: Determinamos el vector origen, mediante |la diferencia de coordenadas:
OA=A -0;0A = (0l +4j) - (0] + 0j); OA = 4]
Segundo: Determinamos el vector direcciéon mediante la diferencia de coordenadas:
AB=B-A;AB=(1+9)-(0i+4]);AB=(i+5})
Tercero: Reemplazamos los elementos en la ecuacién vectorial, por lo tanto.
ﬁ(&) =0A + p (AB)
(0X)=(4)) +p (i+5])

Transformacién de la forma paramétrica a la forma explicita

Recordando que la forma explicita, presenta los elementos: pendiente (m) e interseccion
(b), a continuaciéon se muestra el proceso para obtener las expresiones que Nos permitan
calcular los elementos de la forma explicita.

Sea una recta en la forma paramétrica: x =x, +ak con y =y, + bk, obtenemos dos puntos
cualquiera asignando de manera conveniente los valores de k =0 y k,= 1, asi.

Sea k1=0 Sea k2=1
X, =X, + ak resulta x = X, X, =X, + ak resulta X,=x, +a
y,=y,+bkresuttay =y, y,=y,+bkresultay,=y +b
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Expresidn que permita calcular la pendiente (m )

Aplicamos los valores de X, X,, ¥y, Yy, en la formula

y,-y , )
m= ——2>—1 :qsiresultard:
XX

- b - b
m= Y, ¥ ‘m= Fitb-y ;enfonces: m= —
X, X X/ +a X a

Expresion que permite calcular la interseccion con el eje y (b).

De igual manera, reemplazamos los valores de x, X, ,y, Y
y, en la férmula

b XY x,+a) (y) - (x)(y, +b)
XX ’ XX
X y.+ay, -xy, +bx ay, - bx
b= i T AV RS ! enfonces: b=—
X, +a -X, a

Una vez que conocemos las expresiones de pendiente (m)
e inferseccion (b), reemplazamos en la ecuacion de la rec-
ta en forma explicita; asi resultard:

y=mx+Db

a su forma explicita:

Datos: x, =5,y,=8,a=4yb=-3

asi, la expresion de la recta en forma explicita es:

b 3
m= o mE Ty
ay, - bx 4-8)-(-3- 32-15
b= 1 1 ;b=( 8)-(-3-5) po OS2
a 4 4

Expresemos la ecuacion en forma paramétrica: [X =5+4p
y=38-3p

Asi, reeemplazando en las ecuaciones pendiente (m) e interseccion (b), fenemos:
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Transformacién de la forma vectorial a la forma
explicita

Para convertir la expresion de la recta en la forma vectorial
a la forma explicita utilizaremos:

e e e -

Expresemos la siguiente recta en forma vectorial a su respectiva forma explicita.

Sealarecta 0X = (3?- 4]7) + p(-2f+ 5 f) determinemos la forma explicita correspondiente:
En la expresién OX = (3i- 4)) + p(-2i + 5j)

Valores de x, vy, Valoresde a y b

Asi, identificamos los valores : x, =3 ,y, =-4,a=-2 yb =5; reemplazando en la ex-

presion, fendremos:

-b
y=- %x + Ay, X Expresidn de conversion
a
2)(-4)-(5)(3
y = i X+ (-2)( )2 )3 Reemplazo de valores
5 8-15 2
y= =3 X+ —Q Resolucion de (). producto

19.Sean las rectas en la forma explicita y = 4x - 5, determina la expresion vectorial
y paramétrica de la recta.

20.Sea la expresion 0X = (3?‘ - 47) +p (—27 + 57), determina la forma explicita y po-
ramétrica de la recta.

21.Sealaexpresionx=3p+2 y y=p-3, determina la forma explicitay paramé-
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2.5. Ecuacion de una recta paralela a una recta conocida

Dos rectas paralelas tienen la misma direccién, por ende, las pendientes de las mismas son
iguales: m, =m,

En la forma explicita:

R e

Determinemos la ecuacién de la recta paralela a la recta y = 3x - 2 que pase por el \:
punto (2,3) i
Andlisis: i
Los datos, segun el gjercicio, son:m =3 ,b = i
-2yelpunto (2,3).dondex, =2y y,=3. y 4 i
Ademdas, al ser rectas paralelas, los valores yizx_z i
de las pendientes son iguales. m, = m, = 3. YT i
Solucién: ; i
Enla expresion: y -y, = m (x - x,), reemplao- i
zamos los datos y resolvemos: i
X

5 0 5 > i

y-3=3(x-2) Reemplazamos |
I

i

y-3=3x-6 Propiedad distributiva i
|

y=3x-3 Ecuacién en la i
forma explicita i

W Fig. 15 /E

e e e — -

Determinemos la ecuacion de la recta paralela a

OX = (3?— 4f) +p (—2f+ Sf), que pase por el punto (2f+ 4f).

Andlisis:

Los datos segun el gjercicio son: vector de direccion (-2 i+5 f), el cual es el mismo para

por el cual debe pasar la recta paralela.

Solucioén:

La ecuaciéon de la recta paralela a la recta conocida en la forma vectorial serd:
OX = (21 + 4)) + p(-21 + 5))

|
I
I
|
I
I
|
I
|
d e 1
las dos rectas debido a que son paralelas, vector de origen (2i + 4j) que serd el punto !
I
|
I
I
|
I
|
I
I
|
I

Prohibida su reproduccion



2.6. Ecuacidn de una recta perpendicular a una recta conocida

Dos rectas perpendiculares forman, en su punto de inferseccion, un dngulo recto; las pen-
dientes presentan la relaciéon m, - m, = -1,

—_— e e e e e — ——— —— =

Determinemos la ecuacion de la recta perpen-
dicular alarectay = 2x + 1, que pase por el
punto (1,3)

Andlisis:

Los datos segun el ejercicioson:m, =2 ,b =1
yelpunto (1,3), dondex, =1y y =3
Ademds, al ser rectas perpendiculares, la pen-

diente de la segunda recta debe cambiar el

signo e invertir los elementos de la pendiente.
1

, . 2
Asi entonces, si m, =— enfonces m,= - -

1

Solucién: 5
En la expresion: y -y, = m (X - X,), reemplao-
zamos los datos y resolvemos:

m Fig. 16.

y-3=- % (x-1) Reemplazamos

2y-6=-x+1 Multiplicamos por 2

-x+7

Ecuacion en la forma explicita

22.Determina la ecuacién de la recta parale-
la alarecta y = - 2x+ 5, que pase por el
punto (1, 2) en la forma explicita y vecto-
rial. Dibuja la grafica con las dos rectas.

23.Determina la ecuacion de la recta paro-
lela a la recta y = 4x - 2, que pase por el
punto (2, 3) en la forma explicita y vecto-
rial. Dibuja la grdfica con las dos rectas.

24.Determina la ecuacién de la recta que
pase por el punto (1,3) y que sea per-
pendicular a la recta y = -3x - 1. Dibuja
la gréfica con las dos rectas.

25.Determina la ecuacién de la recta que
pase por el punto (-2 ,0) y que sea per-
pendicular a la recta y = -5x + 3. Dibuja
la grafica con las dos rectas.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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2.7. Ecuacién de una recta perpendicular a una recta conocida con vectores

Cuando se presenta una recta en su forma vectorial, se consideran los aspectos que ilustro-
Mos en el siguiente ejemplo:

De’rermlnemos la ecuocnon de la recta perpendicular a
0X = (1 -2 ]) + p(- 3i + 4]) que pase por el punto (2, 5).

Andlisis:

Los datos segun el gjercicio son: vector de direccion (-3 i+ 4 T), donde la componente de y (f)
se infercambia con la componente de x (f) y viceversa para la componente x, con la particu-
laridad de cambiar el signo de la componente. El vector de origen , coincide con el punto de
coordenadas rectangulares (2, 5).

&
o
o
£
o
T

Solucioén:
La ecuacién de la recta paralela a Io recta conocida en la forma vectorial serd:
OX = (21 + 5]) + p(41 + 3])

2.8. Calculo de la distancia entre dos puntos con
vectores

Para determinar la distancia entre dos punfos con vec- A
tores, calculamos el vector AB, restando las coordena- AB
das de los vectores B y A, mediante la expresion:

AE=0B-0a C e
AB = (8i +5)) - (i + 4) 1

_— — —_ A

AB— 81—1+5] 4j

><V

AB=T7i+j

Luego, calculamos la norma del vector que resulta,
aplicando la expresion: -5

d (A B) = ||AB|| = V(X, - X0+ (¥, - y,)°
d (A B) = ||AB|| = V(7))2 + (1)?) m Fig. 17,

d(A B) = ||1ﬁ]| =50 = 7,07 por ende, la distancia es de
7,07 unidades.

v

26. Caleula la distancia de los puntos A = (2, 3,-1) y B= (1, 4, 0) alarecta
r:(x,y,z)=1(1,3,-2) +k(1,0,1).

27. Sea el friangulo determinado por los puntos A = (1,4,-1),B=(0,0,1) yC= (1, 3, 1). Halla la
distancia del punto B a la recta determinada por Ay C. A continuacién, calcula el perimetro
y el drea de este tridngulo. i

e a1
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Producto escalar entre
dos vectores.

Es la multipicacion de dos
. vectores que dan como
resulfado un nuimero real.

5 © o‘o 5 e — — o
- ;Iec\o‘es(’ - \guz\d@ A-B=||A||-||B|| cos © Vecfc;,e' :
o oy, -«
SO(\ ol o Cor, /’Qn V@cfo UIQI'es
co® yor Ung ~° Torm, res
o =B an Mgy
o Y Qulg 190 4, 7€ s
OO PQL% 03 e e e e 5 . B e « O /-ecf S/em e
Norma de un vector d 5 S (90-) Pre
=0

Es la distancia de un vector desde el
punto final al de origen.

dz\/(X1-X2)2+ (yl_yz)Z

Angulo entre dos vectores

Los dngulos de los dos vectores se representa en coordenadas cartecianas y el producto de
sus magnitudes.

AxBx + AyBy

Cos 6 = A B

Ecuacion Cartesiana de la recta (explicita). El valor de la pendiente (m) que estd dada por
la relacion % y el valor de la ordenada al origen (b) %
Su forma explicita es:

y=mx+b

Ecuacién paramétrica de la recta
Enelegjex: x=x+p(x,-X,)
Enelejey: y=y+p(y,-y)

Ecuacion vectorial de la recta. Se compone del vector direccidn , la constante p y el vector
de direccion.
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Problemas resueltos ©

1. Determina el producto escalar entre los vectores A= (-5i->- 3]?) y B= (2? + 8]?).

(-5i - 21) + (-3j - 8))
(-10) + (-24)
-34

oy Ty o
[l

o~ e~}

2. Identifica si los siguientes vectores son perpendiculares entre si. Realiza un bosquejo referencial del caso.

=

92}

=
[==]

W Fig. 18.

A= (8-4))myB = (4i; - 8)m
A-B = AxBx + AyBy
A-B=@®)#)+(4) (-8)
A-B=32+32

A-B=64

En conclusiéon, no son vectores perpendiculares.

3. Identifica si los siguientes vectores A = (3T+ 6f) m

y B= (4,5_i)+ 9f) m son paralelos.

Aplicamos la relacién de proporcionalidad

AxBy = AyBx
(3)(9) = (6)(4,5)
27 =27

Resulta una igualdad, por ende, los vectores dados
son paralelos.

4. Determina la norma en el siguiente vector

]_.5) = (6_{- Zf) m. M

1BIl =V Bx? + By?
I1BIl =V 62 + (-2)?
IIBIl =V36 + 4
1Bl =V 40
IBIl ~ 6,32 m
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Problemas resueltos ©

5. Caleula el dngulo comprendido entre ‘A= (-5f+ 3f)m y]§ = (-f+ 4f)m.

Primero: Encontramos el médulo o magnitud de
cada vector.

IAll= VAX + Ay?  |[BI|= VBx® + By?
1A= VES+ G 1IBll= V(D + (#)
IIAllI=V25+9 IBll=V1+16
lIAll= V34~ IBll= V17

|IA]| ~ 5,84 Bl ~ 4,12

Segundo: Aplicamos la relacién correspondiente,
con su respectiva grdfica.

(Ax - Bx) - (Ay - By)

Cos 6 = 5 =
(HAI-1IBII
_ GH)EDH+B)E
Cos O =
(5,83)(4,12)
Cos 0= > T12
24,02
17
Cos B = 24,02
0 = 44,95°

6. Expresa la recta explicita: y = -3x 4+ 1 en su forma paramétrica y vectorial.

Paso a la forma paramétrica:

Seax =0 yx =1, obtendremos los puntos :

Si x = 0 enfonces tfendremos: (0, 1) donde x, =0 y
ademasy, =1

Six =1 entonces se tendrd: (1, - 2) de igual manera:
x,=1lyy,=-2

Aplicando la expresion paramétrica.

Enelegjex x=x+p(x,-x) — x=0+p(l) —
X=Pp

Enelejey:y=y +p(y,-y) = y=1+p(-3) —
y=1-3p

Paso a la forma vectorial:

Consideramos los puntos A(0,1) y B(1, - 2).

Primero: Determinamos el vector origen, mediante la
diferencia de coordenadas.

OA=A-0; OA=(0i+7)- (0 +0)); 0A =]

Segundo: Determinamos el vector direccién median-
e te la diferencia de coordenadas:

AB=B-A;AB=(i-2))-(0i+]) ; AB = (i-3))

Tercero: Reemplazamos los elementos en la ecuo-
cién vectorial, por lo tanto:

(0X) = 0A + p (AB)

©0X) = () +p(-3)



y problemas

D Producto escalar

. Dados los vectores : A = (-8f + 12f)
C=(4i-3) y B=({-2j)
Determina.

a.

> Ol >
Wy Oy Wy Wy

b
C.
d C

. Dados los vectores : A= (-5, 0); N = ,3) vy
M= (-1,-2)

Determina.
a A-N
b. A-M
c. M-N
d A-M-N
e A-A
f. M-N-N

. ¢Como verifico si dos vectores son perpendiculares?

. ¢Cdémo verifico si dos vectores son paralelos?

. ¢Cudl de los siguientes vectores es perpendicu-
lara C = (-Zf ,4]7)

E = (-10, 5))
F = (-5, 10})
G = (51, - 10))
P = (107, 5)

a o T @

. ¢ Cudl de los siguientes vectores es perpendicu-
lara C = (5?, - 3;)

E = (61 ,10))

F = (105, 6))

G = (61,- 10))

P = (-61, 10])

Qa o o 0

7.

10.

11.

¢Cudl de los siguientes vectores es paralelo a
M = (5i, -3j)?

A= (2 3]

N = (10i, 6))

M = (107, -6])

B = (-61, 10})

o 0o T o

¢Cudl de los siguientes vectores es paralelo a
P=(,-j)?

a. A=(-515)
b. N=(.j)

c. M= (51 -5))
d. B=({2)

Dados los vectores U, vy w de la figura, calcula
grdficamente.,

5
a. utv+tw

b. 2w
c. u+2v
d 2u-v
Y A
VB A
) y
ofl . X
/ i
Jv/
| Fig. 19.

Dados los vectores u = (1, -2) y v = (-2, 2), referi-
dos a una base ortonormal, calcula:

Dados los vectores i = (1, -2) y v = (2, 2) ¥
w = (0, -1), caleula (21 - 3v) - (Vv + 4w).

Prohibida su reproduccion

153




1on

g
3
2
a

12. Averigua si los puntos A, By C estan alinea-
dos en cada uno de los siguientes casos:

a. A=(0,3),B=(1,1)yC=(1,5)
b. A=(-13),B=(4,0)yC=(26)

B Norma de un vector

13. Dados los vectores : A = (-1, 0) N = (0,-1) y
M =(-7, -2). Determina la magnitud de:

a o T o
2,202 >

+A
+N

=

e.

D Distancia entre dos puntos

14. Dados los vectores : A = (-10, 5) ﬁ =(2,-2) y
1\71 =(0, -2). Determina la distancia entre:

AyN

My N

AyM

M+ A

o Q

o o

M+ M

o

—h

El resultado obtenido en los literales c y d es
igual?; Por qué?

g. ¢Por qué se obtiene el resultado del literal e?

) ingulo entre dos vectores
15.Dados los vectores : Z = (20m, 50°) X = (8i,-2j) y
Y =(i, -5j). Determina.

La norma de 2

La norma de f(

a o T o

El dngulo entre los vectores X y Z

La norma de 3?

o

> >

XY

—h

g. Eldngulo entre los vectores Xy Y

16. En la siguiente figura, determina.

Y Ae
el320

=1
oo}

| Fig. 20.
a. Eldngulo entre Ay B

b. Elvalor de 6.

17. Calcula el dngulo formado entre los vectores a
y b, si se conoce que:

a. A4, 5) ; B(&é)

b. 5=ﬁ ;B=ﬁy
A(4,é),B(-2,2_é5>,C(9, 1?_3>,D(-\/§,5>

c. a=3i-2f

d. a=(1,0) : b=i

18. Las componentes de u, vy w en una cierta
base son u = (=1, 2),v= (2, 3)yw= (1, 0).
Expresa cada uno de estos vectores como
combinacién lineal de los otros dos.

19. Escribe en todas las formas posibles la ecuacion
de larecta que pasa por el punfo A = (=5, 3) y que
tiene vector director v= (-1, 1).

20. Escribe en fodas las formas posibles la ecuacion
de la recta que pasa por el punto B= (2,-1) y que
tiene como vector director ti = (3, 5)



B Ecuacién explicita de la recta

21. Encuentra la ecuacién explicita de la recta
5x+y-7=0.

22. Encuentra la ecuacion explicita de la recta que
pasa por los puntos (7; -2) y (12; 3).

23. Encuentra la pendiente y la ordenada al origen
3x+7

delarectay = >

24.Encuentra la pendiente y la ordenada al origen

delarecta3x-5y=0
D Ecuacién vectorial de la recta

25. Encuentra la ecuacion vectorial de la recta que
pasa por el punfo A = (-3; 5) y es parte del vec-
torv = (-2;-7).

26.L.a ecuaciéon vectorial de la recta que pasa por
elpunto A= (-2;9) es (x,¥) = (-2; 9) + k(-6; 7).
¢ Cudl es el valor del vector director?

27. Encuentra la ecuacién vectorial de la recta que
pasa por los puntos P = (-8; -5) y Q = (-2; 9).

Ecuacién paramétrica de la
recta

28.Encuentra la ecuacién paramétrica de la recta
que pasa por el punta B = (5; 6) y tiene un vec-
for director de (-9; -2)

29. La ecuacion paramétrica de la recta que pasa
porelpunfo P (5;8)esx=5+3pey=8-p.
¢ Cudl es el valor del vector director?

30. Dada la ecuacidn que se expresa mediante
x=p+8 ;y=2p-11, donde p es un nUmero
real, determina.

a. Los puntos determinados por: ....-3,-2,-1,0,1, 2
y 3.
b. La relacién algebraica entre x e y.

c. La grdfica de la funcion.

B Formas de expresién de la recta

31. Representa la recta 5x + 3y = 0; en forma explici-
ta, paramétrica y vectorial.

32. Encuentra las ecuaciones explicita, general pa-
ramétrica de la siguiente recta

xy)=(3;-2) +p(2; 5).

33. Escribe en todas las formas posibles la ecuacion
de la recta que pasa por el punto A = (-5,3) y
que fiene vector director v = (-1, 1).

34.Escribe en todas las posibles la ecuacién de la
recta que pasa porA=(1,-3) yB=(2,0)

35.Escribe la ecuacién paramétrica de la recta
que pasa por el punto P y fiene como vector
director a.

a. P(4,5 , a(46)

1
. P(-=.4
> P 54)

a(5,3)

36.Escribe la ecuacion paramétrica de la recta
que contiene a los puntos:

B(-3,-6)

a. A0, 0)
| H(-3,2)

b. G(-v3,5)



Conversion explicita - paramé-
trica

37. Expresa y = 2x - 4 en su forma paramétrica.

38.Sean los puntos (4, 3) y (2, 2). Determina |a for-
ma paramétrica de la recta descrita.

39.Una recta se describe mediante los elementos
m = 3 y b = -2. Determina la forma paramétrica
de la misma.

40.Sea la grdfica, ademds de los puntos (0,-2) y
(0.4, 0). Halla la forma paramétrica de la recta
descrita.

| Fig. 21.

Conversion paramétrica
explicita

41. Sea la ecuacioén { x=4+3p
y=1-p.
Determina.

a. Los valores de x,y,,ayb.
b. El valor de la pendiente
c. El valor de la interseccion

d. La ecuacién explicita

42.5Sea la ecuacion [ x=3p
y=5+2p.
Determina.

a.los valoresde x,,y,,ayb.
b. El valor de la pendiente
c. El valor de la interseccion

d. La ecuacion explicita

D Conversion vectorial - explicita

43.Sea larecta 0X = (5i - 2j) + p(i + 4j), determi-
na la forma explicita.

a.Los valoresde x,y,,ayb.
b. El valor de la pendiente
c. El valor de la interseccién

d. La ecuacién explicita

Recta paralela a una recta
dada.

44.Determina la ecuacién de la recta paralela a la
recta y = 5x+ 4, que pase por el punto (2, 3).

45. Halla la ecuacién de la recta paralela a la rec-
tay =-x+4, que pase por el punto (-1, 0).

46.Dado el trigngulo de vértices los puntfos
A=(1,1),B=(-3,5)yC=(—1,-2), calculala
ecuacion de:

a. La recta que pasa por Ay es paralela al lado BC.
b. La mediana que parte de B.

c. La altura que parte de C.



Y Para finalizar

o Sean los vectores A (5,8) y B (3,2). Al reali- @Responde verdadero (V) o falso (F).

zar el producto punto, resulta. a. El produc’rof- ]?= 0.

Q. 46 c. 13
b. Para verificar que dos vectores son para-

b. 31 d. 18 . 9
lelos utilizamos la ecuacion: AxBy = AyBx.

@ el e s = - IS C. El producto escalar enfre dos vectores

a. V39 c. 3 que son perpendiculares es igual a uno.
b. V-39 d. V89

d. Los vectores que son iguales forman 180°.

O El producto escalar entre dos vectores. Per-

pendiculares es: e. El producto escalar de dos vectores per-
pendiculares es igual al producto de sus
a0 c.1 modulos.
b. 90 d -1

f. El producto escalar es conmutativo.

- - -
@ El vector perpendicular a B = 4i + 3j es: . S
Q. El productoi-i=0.

a.-7i + 3j c.-9i + 12
b.12i + 9j d. 3i +4j O Determina la ecuacién de la recta paralela
5 5 alarectay =-2x + 3, que pase por el pun-
@ Sean los vectores A= (3,-4)yB=(-2,3) to (2, 3).

El médulo de los vectores respectivamente

es:
@qulq la ecuacion de la recta perpendicu-
a. 14,V12 c. 5,13 lar a la recta y = -5x + 1, que pase por el
b. 12, V15 d. V5, 13 Ll L, A

— = .
O Sean los vectores A = (-5i,-j) y B = (-2, 3)) 0 Considerando la siguiente grdfica, deter-
mina la ecuacién de la recta paralela a la

El producto punto entre Ay B es:
. > v recta L, que pase por el punto (0 ,4); y ade-

a.7 c.9 mdas, la ecuacién de la recta perpendicular
b. 12 d.-12 a la recta L, que pase por (0,1).
o El dngulo formado por los vectores del ejer- -
cicio anterior es:
a.12,68° c.67,59° 0.1
b. 0,38° d. 22,41°

W Fig. 22. —————!
1157 §



Y Para finalizar

. @ SIS EecCenICERRIES'a expiictia @ Una particula se desplaza desde el punto

2xt+y-7=0es: (3, 5) hasfa (12, 25). Determina la distan-
Q. -2 c. 2 cia recorrida.

b.7 d.-7

L _ To X=-p+6
@ Encuentra la ecuacién explicita de la recta ® sea la ecuacion { p

que pasa por los puntos: (7; -5) y (-2; 3). y=5+2p
a. 3x-2y =12 c. 7x+2y=11 Determina.
b.y=2x-3 d.8x+9y =11 Q. Losvaloresde x,, y,,ay b.

: b. El valor de la pendiente
: OLO pendiente y la ordenada al origen de

3x + 4y = -7 es: c. Elvalor de la intferseccion

3 d. La ecuaciéon explicita

7
4 4

e d. i'_l OSeo la recta OX = (71?-]7)+p(317+ 4]’3.
4 4 4 Determina.

-

. > - El vector de origen
@Conmdﬁeronﬁdo los vectores: M = 3i + 4j vy

N = -4i + 3j. El vector de direccién
« Determina si son paralelos o perpendi- Los valoresde x,,y, ,ay b.
culares.

El valor de la pendiente
: > e > - El valor de la interseccion
: @ Sean los vectores: A = 5i + 2j y B = -6i +j.

Determina Ila magnitud de los vectores y la
distancia que hay entre ellos.

-~ 0o 0 0 U Q0

La ecuacion explicita

@ Sean los puntos (5, -3) y (0, 2). Determina

: » o la forma paramétrica de la recta descrita.
: O Dada la ecuacion parameétrica: x = 3 + 7p

y y = -4 + p, determina la relacién alge-
braica entre x y . @ Convierte la expresion explicita y= -9x + 2

ala forma paramétrica

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevalluate en tu cuaderno:

* Trabajo personal * Trabadjo en equipo

¢Cémo ha sido mi actitud ~ ¢He cumplido  ¢Qué aprendi en esta ¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
frente al trabajo? mis tareas? unidad? companeros y companeras? de los demds?

* Escribe la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor sugerencias para

mejorar y escribelas.
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Vectores en R?

ZONA

¥ SENTIDO CRITICO

Einstein y la teoria de la relatividad

«Los problemas de espacio y tiempo se piensan durante la infancia; yo lo hice cuando ya
habia crecido»

Esta frase pertenece al cientifico alemdn Albert Einstein (1879-1955), quien, entre 1905 y 1915, publicd
sus teorias de la relatividad sobre la localizacidn de los sucesos fisicos. En estos escritos, habld por pri-
mera vez del fiempo como una cuarta dimensidn indispensable para ubicar un objeto en el espacio

en un momento determinado.

El cuaternion

El origen de la palabra vector se atribuye al matemd-
fico italiano Giusto Bellavitis (1803-1880). No obstan-
te, dicho concepto tuvo un precursor, el cuaternio
o cuaternion, impulsado por el matemdtico irlan-
dés William R.
Hamilton (1805-
1865), quien en
1843 represen-
16 los ndmeros
complejos con
cuatro  dimen-
siones. De esta
cantidad deriva
dicho nombre.

®m Placa conmemorativa en el puente de Brougham (Dublin, Irlan-
da donde Hamilton ided los cuaterniones mientras paseaba.

K2
El billar y los vectores

En el choque de dos bolas de billar intervienen, en
su desplazamiento, vectores.

En el siguiente enlace podrds acceder a activida-
des interactivas relacionadas con los vectores vy el
billar:

http://links.edebe.com/mwx

Extraido 5 de abril del 2016
desde la pagima web: http://goo.gl/cXvCoH

Los vectores y la animacién

audiovisual

Una de las aplicaciones de los vectores es la crea-
cién de animaciones de grdaficos vectoriales. A partir
de programas informdticos, el usuario crea y edita
imdagenes con el ordenador.

El enlace http://links.edebe.com/i3sz9c te facilita-
rd informacién sobre los grdficos vectoriales y el
fipo de imdgenes que produce. (Que diferencia
existe respecto a las imdgenes creadas a partir
de mapas de bits?

Piloto de aviacién

aplicaria vectores debido a que durante mi for-
macién utilizaria la triangulacién de tres vecto-
res. velocidad con respecto a tierra, velocidad
con respecto al viento y velocidad conjunta de
los motores, en la cual relacionaria distancias y
dngulos para determinar cada uno de ellos.

http://goo.gl/HMgohZ
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Conicas

CONTENIDOS:

1. Lacircunferencia
1.1. Ecuacién candnica de la circunferencia con centro en el origen
1.2. Ecuacién candnica de la circunferencia con centro en (h, k)

2. Laelipse
2.1. Ecuacién candnica de la elipse con centro (0, 0) y eje focal x
2.2. Ecuaciéon candnica de la elipse con centro (0, 0) y eje focal y

2.3. Ecuacién candnica de la elipse con centro (h, k) y eje de simetria parale-
lo al eje x

2.4. Ecuacién candnica de la elipse con centro (h, k) y eje de simetria parale-
loalejey

3. Lapardbola
3.1. Ecuacién candnica de la pardbola con vértice (0,0) y eje de simetria x
3.2. Ecuaciéon candnica de la pardbola con vértice (0,0) y eje de simetria y
3.3. Ecuaciéon candnica de la pardbola con vértice (0,0) y eje de simetria x
3.4. Ecuacién candnica de la pardbola con vértice (h, k) y eje focal paralelo

alejey.

4. Lahipérbola
4.1, Ecuacién candnica de la hipérbola con centro (0,0) y eje focal a x
4.2 Ecuaciéon candnica de la hipérbola con vértice (0,0) y eje focalay
4.3. Ecuacién candnica de la hipérobola con vértice (h k) y eje focal a x
4.4. Ecuacion candnica de la hipérbola con vértice (hk) y eje focal ay

Prohibida su reproduccién
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Peliculas

En el siguiente enlace puedes ver un
fragmento de la pelicula Agora en la que
Hipatia teoriza sobre la posibilidad de
que la Tierra describa una oérbita eliptica
alrededor del Sol:

Web

En este video puedes observar un fend-
meno que se denomina descenso de la
serpiente:

http://links.edebe.com/kégc

Este fendmeno se produce cada afo con
la llegada del equinoccio de primavera
en la Piramide de Kukulkan (625 d. C.), en
la antigua ciudad maya de Chichén Itza.
Consiste en un juego de luces que repre-
senfa el cuerpo de una serpiente que se
desplaza desde la cima de la pirdmide
hasta la base.

La Pirdmide de Kukulkan es, en realidad,
un calendario gigante con el que los
mayas podian, por ejemplo, predecir los
cambios de estacion. También demuestra
los profundos conocimientos de matemad-
ficas, geometria y astronomia que esta
cultura poseia.

EN CONTEXTO

a. Visualiza el fragmento de la pelicula
Agora:

e En la época de Hipatia, ¢cdmo se pen-
saba que eran los movimientos de los
cuerpos celestes?

» ;Conoces algun otro personaje que en
su dia se cuestionara la creencia de
que la Tierra orbita de manera circular
alrededor del Sol?

e ;Quién fue el primer personaje en
demostrar que las érbitas de los plane-
tas eran elipticas? (Cémo llegd a esta
conclusién?

b. Durante muchos siglos, los fenémenos
celestes fueron objeto de estudio y es-
fuvieron sujefos a supersticiones, creen-
cias, efc. Busca informacién sobre la
cultura maya y su amplio conocimiento
de la astronomia.

Prohibida su reproduccién
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CONICAS
Y TAMBIEN: E Si giramos una recta alrededor de un eje con el que fiene

un puntfo en comun, obtenemos una superficie cénica de

Un lugar geométrico es un ‘2
revolucion.

conjunfo de puntos que
cumplen una determinada

" e La interseccién de una superficie cdnica de revolucidon con
condicién geométrica.

un plano determina una familia de curvas que tienen una
gran importancia en campos como la arquitectura o la in-
genieria: las cénicas.

Circunferencia de centro C
y radior.

mFig. 1. W Fig. 2.

Observamos en la imagen que las cdnicas varian en fun-
cion de la inclinacion del plano.

Una conica es la curva que se obtiene como interseccién de una superficie céonica de
revolucién y un plano.

Veamos a continuacion como definir las conicas como lugares geométricos del plano.

|. LA CIRCUNFERENCIA

Es el lugar geométrico de un punfo que se mueve en
el plano de tal forma que la distancia a un punto fijo
permanece constante. El punto fijo se denomina centro
de la circunferencia y la distancia fija, radio de la cir-
cunferencia (r).

La circunferencia es el perimetro del circulo, que posee los
siguientes component es:

M Fig. 3. Centro: El punto interior equidistante a todos los puntos de la
circunferencia.

Radio: Segmento que une el centro de la circunferencia con cualquier punto de ella. El radio
se denota con la letra «r» 0 bien con sus puntos extremos, su medida es constante.,

Cuerda: Segmento que une dos puntos de la circunferencia de manera interna.

Didmetro: Es la cuerda de mayor medida que pasa por el centro de la circunferencia. Lo
denotamos mediante «d» y es el doble del radio (2r).

Prohibida su reproduccion

Tangente: Es |a recta que intersecta a solo un punto de la circunferencia.

Secante: Es la recta que corta a la circunferencia, infersecando dos puntos de ella.



1.1 Ecuacién candnica de la circunferencia con
centro en el origen

Segun la definicidn, se fiene que cualquier punto P(x, y)
que pertenezca a la circunferencia se encuentra a una dis-
tancia CP desde el centro, y a este segmento se le conoce

como radio.
Aplicando la férmula de distancia entre los puntos de un X
punto P(x, y) al centro C(h, k):
d=+V(x-h)? + (y - k)?
Se eliminalaraizz d*= (x-h)*+ (y - k)? W Fig. 4.
Se sustituye d (distancia) por r (radio), porque d =r
r’=(x-h)?+ (y-k)?
Reemplazamos en la férmula las coordenadas C (0,0) r?= (x- 0)?+ (y - 0)?
Ecuacién candnica de la circunferencia C(0,0): r? = x? + y?
Hallemos la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen ‘;
y radio =4 |
X2+ yi=r? Ecuacién candnica de la circunferencia |
|
x>+ y*= (4)? Reemplazo de datos. i
|
x2+y?=16 )
Determinemos la ecuacién de la circunferencia a partir de la siguiente grdfica. \‘
|
Ecuacién candnica de la circunferencia |
Datos: La grdfica Ecuaciéon =? i
|
X2+ y?=r? Ecuacidén candnica de la circunferencia i
|
x*+y*=(3)*> Reemplazo de datos. 1
|
x*+y*=9 i
|
|
|
|
|
|
| s
! 3
! S
|
! ®
M Fig. 5 ,/‘ 2



S

Considerando la ecuaciéon de la circunferencia x? +
y*= 4 determinemos la grdfica de la circunferencia
correspondiente.

(1]
o
Q
£
o
(M

Datos: x* + y*= 4 Grdfica="?

Al comparar la ecuacién dada en los datos con la
ecuacion general, es posible establecer la igualdad:
r’=4; entonces r = 2.

2
\ b. C(0,0);r= 3 d. C(0,0ir=1 %

M Fig. 6

|

i 1. Representa graficamente las siguientes ecuaciones.

|

i a. x(+y*=6 d. x2+y?= (5)?

|

i b. x* +y?=2 e. Xz+yz:l

4

: 2 + 2— E

! ¢ X TY= 75

|

I 2. Relaciona las ecuaciones con su respectiva grafica

|

l Ay AY .

| 1 3. I

! :

| |

! |

| I

| > > :

| X X :

| |

|

| |

| |

| | |

l o W7 m Fig. 8. !

|

: y 4, Ay |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| > i

| X > |

o ey X o Xiy=4

o ¥ty= |

i 1 d x*+y*=36 |

: b, x* + y2=—4 :
é i M Fig. 9. | Fig. 10. !
S I !
°
g i 3. Determina las ecuaciones que cumplan con las condiciones dadas. |
© |
g a. C(0,0)d= = c. C(0,0);r=V6 |
a |
: =
& ! |

:




1.2. Ecuacién canédnica de la circunferencia con
centro en (h, k)

Iniciamos con el mismo procedimiento ejecutado anterior-
mente para obtener la ecuacion candnica con C (0, 0),
pero en este caso, vamos a sustituir por el centro de coorde-
nadas C (h, k) pues este se encuentra fuera del origen.

Empleamos la formula de distancia desde un punto P (%, y)
al centro C (h, k)

d=+V(x-h)?+ (y-k)?

Se elimina la raizz d?= (x- h)*+ (y - k)?
M Fig. 11
Como la distancia es igual al radio, fenemos que:

(x-h)*+ (y-k)?=r*> Ecuacién candnica con C(h, k)

Determinemos la ecuacion candnica de la circunferencia de centro (-2, -3) y radio 5.

‘
% Datos: Centro (-2, -3) y radio 5. %
= Solucion: i
i.% Reemplazamos en la ecuacién candnica x-h)?*+ (y-k)?2=r? i
Resolvemos la potencia y los signos x-(-2)2+ (y-(-3))?=(5)? i
Ecuacién candnica con centro (-2,-3) y radio 5. x+4)?+ (y+3)?=25 }

e e e -

Determinemos la ecuacién de la circunferencia si los extremos del didmetro son los puntos
M (2,3) yN (-3,-1).

Datos: Puntos M (2,3) y N (-3,-1).

Solucién:

Primero: Calculamos el punto medio entre los puntos My N,

X, +X y,+y 2-3 3-1 -1
PMN:( 22 1>;PMN=< 2 2 >;PMN:( 2 ‘1>

El punto medio del didmetro coincide con las coordenadas del centro, C <T ; 1>

Segundo: Calculamos las distancia entre el centro y uno de los puntos, para determinar la longitud del

radio.
_ ; ~  _ 1 R R ST
r_\/(x-h)-l_(Y'k) )l r_\/<2+5>+(3'1) y I'= <4—+4>; r= T

Reemplazamos las coordenadas del centro y el valor del radio en la ecuacion candnica

Prohibida su reproduccion
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Ecuacion general de la circunferencia

Si desarrollamos la ecuacién candnica de la circunferencia, resolviendo el producto notable
binomio al cuadrado (en los dos paréntesis), fenemos:

(x-h)?+ (y-k)*=r?* Ecuacién candnica con centro C(hk)

x%- 2xh + h? + y?- 2yk + y* = r? Resolviendo el binomio al cuadrado

x? 4+ y? - 2hx - 2ky + 0 Ordenando los términos convenientemente
A=-2h,B=-2k y Reemplazando las constantes A, By C
x2+y2+ Ax+By+C=0 Ecuacién general de la circunferencia

Determinemos las ecuaciones candnica y general de la circunferencia de radio 6, cuyas coor-
denadas del centro son (-3,2).

Daftos:r=6, C=(-3,2). a.Ecuacién candnica =? ;b. Ecuacién general =?

Ejemplo 6

Segun los datos, conocemos las coordenadas del centro y el valor del radio, asi tenemos en la
ecuacién candnica.

(x-h)?*+ (y-k)*=r? Ecuacion candnica con centro C (h, k)
(x+3)*+ (y-2)2=36 Al reemplazar los valores de h'y k cambian los signos.

Al desarrollar la ecuacién candnica con centro h, k, resolvemos los productos notables, y las
constantes. Al igualar a cero resulta:

X2+ 6x+9+ y*-4y+4=36
X*+y?+6x-4y+9+4 =36
X*+y*+6x-4y+13-36=0

X2+ y:+6x-4y-23=0 Ecuacidon General de la circunferencia

\ Cc. 9x%-4y*-54x+8y+113=0

- >
|
i 4. Determina las ecuaciones candnica y general 6, Halla la ecuacién general de una circunferen- | <
| para las circunferencias descritas: cia de radio 2 que es concéntrica con la que
! a Radio 8, centro (-2, 3). tiene como extremos de un didmetro los pun-
| b.  Radio 2, centro (5, 2). tos A= (0,3)yB=(8,3)
|
i < Radio 4, centro (-2, -1). 7. Considerando las siguientes ecuaciones de &
! d.  Radio 7, centro (-5, 8). hipérbolas , defermine las coordenadas del |
~ : e Radio 12, centro (-1, 0). centro, vértices y focos asi como la represen- |
g ! B , _ tacion grdéfica. |
g 5. Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo !
§ | centfro se halla sobre el eje de abscisas y es a &x+2)  (y-5)° 1 !
a;; | tangente a la recta 'y = -x + 3 en el punto 9 49 :
é i P = ('1, 4’). b. XZ i lz _ 1 :
2 : 16 7 !
£ [ |
| |
:

S
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Obtencidn del radio y las coordenadas del centro a partir de la ecuacidén general de la
circunferencia

A partir de la férmula general, obtendremos la ecuacion candnica de la circunferencia uti-
lizando el método de completacion para trinomios cuadrados perfectos.

x2+y*+Ax+By+C=0 Ecuacion general de la circunferencia
(x*+ Ax) + (y*+ By)=-C Agrupando los férminos segun x e y.
A2> B? A2 B?
2 kel 2 = - R
(X+AX+4 +y+By+4 C+4+4

Aumentamos el término ideal para completar el trinomio cuadrado perfecto, dividiendo
para dos y elevando al cuadrado el segundo término.

AN BY A’+B?-4C  Factorando los trinomios y resolviendo las
x+ o) 4y )= —— .
2 2 4 fracciones.

(x-h)?+ (y-k)y?=r? Comparamos con la ecuacién candnica.

VA? + B2- 4C

Por lo cual, se concluye que el radioes r=

B i e

Determinar el valor del radio y las coordenadas del centro a partir de la ecuacién general de la

circunferencia descrita por: x*+y*+ 4x+2y-31=0
X*+y? +4x+2y-31=0 Dato
(x*+4x) + (y*+ 2y) =31 Agrupando los férminos segin x e y.

x*+4x+4)+ (y*+2y+1)=314+4+1 Completando el frinomio.

N e~

x+2)+(y+1)=36 Factorando los tfrinomios
(x-h)?+ (y-k)?=r? Comparamos con la ecuacion candnica
- >
0

8. Determina el valor del radio y las coordenadas del cen- | =
tro a partir de las ecuaciones:

a. x*+y*+6x+4y-3=0
b. x*4+y?-4x+8y-5=0
C. 2x*+2y*+4x-8y =38

d. 5x*+ 5y*-10x-20y+5=0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Prohibida su reproduccion



Verificacion de la ecuacién general de la circunferencia

Ahora analizaremos la ecuacién general, para verificar si

O . ] 0

2 representa o No una circunferencia, estudiando las caracte-
o ’ . . ’ e .

% risticas del radio; segun la expresion obtenida en apartados
o

o) . 4/ 2 2 _

2 anteriores: r = A +]23 4C

;

+=

c

Consideramos los casos:

Cuando A%+ B%-4C > 0, la ecuacion general representa una

A2+ B?-4C
2

circunferencia de radio igualar = y centro

en el punto <—é , -E>.
2 2
Cuando A%+ B2- 4C = 0, la ecuacién general representa un

punto de coordenadas (% , - —];> :
Cuando A%+ B%-4C < 0, la ecuaciéon general representa una
circunferencia imaginaria.

Por lo que podemos concluir que la ecuacién general

solo representa una circunferencia cuando
= Ecuaciones de una
circunferencia A?+ B2-4C > 0.

Sean las ecuaciones generales, determinemos si representa o No una circunferencia. En caso

© \'
|

L°B afirmativo, hallemos el centro y el radio respectivo. l

Q_ |

=8l Solucion: }

@ |

Tl 2x? + 2y?- 6x+ 10y + 7 =0 Dato i

|

2(x%- 3x) + 2(y2 + 5y) = -7 Factor comuan y agrupacion i

|

9 25 18 , 50 9 25 |

2 = 2 221 =. =427 Suma de 2 29 !

Z(X 3x+4>+2<y + 5y + 4> 7+ 4+ 2 7 Y 7 |

|

|

3\ 5V -28+18+50 . N ‘

2(x- > +2(y+ o) =% Resolviendo los trinomios |

|

3V 5V |

2 (X - ?> +2 (y + §> =10 Resolviendo las operaciones con fracciones. |

|

3V 5V i

. < - 5) + (y + §> =5 Dividiendo para 2. |
5 ; |
9 [
’3 (x-h)?+ (y-k)2=r? Ecuacién candnica de la circunferencia i
) I
g Al comparar la ecuacion obtenida y la candnica, es posible concluir: i
2 ‘
S El radio es igual a V5 ~2,24 y las coordenadas del centro son (% - %> !
a |
|

/




2. LA ELIPSE

Es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que la suma de las distancias a los
puntos fijos denominados focos ( F, y F,) no cambia. Asi, tenemos que un punto P (x, y)
pertenece a la elipse si y tan solo si d(PF,) + d(PF,) = 2a, en donde a corresponde a un
ndmero real positivo.

Los elementos que corresponde a la elipse son:

* Centro: Es el punto de inferseccidon de los ejes que unen los focos.

» Vértices: Son los puntos de inferseccion de la elipse con los ejes; entonces se considera v,
y V,) alos puntos que corfan al eje focaly (B, y B,) a aquellos que intersecan al eje normall.

* Focos: Son los puntos fijos (F, y F,) que generalmente se encuentran sobre el eje mayor.
* Eje focal: También nombrado eje de simetria o principal, es la recta que pasa por los focos.
* Eje normal o secundario: Recta perpendicular al eje de simetria.

* Eje mayor: Es el segmento mds largo de la elipse que une los puntos (V,yV,), denomina-
do como 2a.

* Eje menor: Es el segmento mds pequeno de la elipse que une lo puntos (B, y B,) denomi-
nado como 2b.

* Lado recto: Es el segmento de recta paralela al eje menor que pasa por uno de los focos
y une dos puntos cualesquiera de la elipse.

2.1. Ecuacién candnica de la elipse con centro (0,0) y eje focal x

En las elipses con centro en el origen y eje de simetria x se cumple que:

« Centro (0 0) m €je mayor y principal
! B eje mayor y normal

* V.(-a,0);V,(a,0)

¢ Cortes con los ejes B, (0, b); B, (0, -b)

¢ Focos F, (-c, 0); F, (¢,0)

* Eje focal x

V,(-a,0)

2

V,(a,0)

* Ejenormaly

* Longitud eje mayor 2a

* Longitud eje menor 2b

2
e Ladorecto LR = %

B2(0,-b)

La excentricidad debe ser siempre menor que uno y mayor gue 0, ademds que ¢ debe ser

s c va?-b? .. .
menor que a. La ecuacion que la representaes e = 3= aTb Si cesigual a0, los focos

coincidirdn con el centro y representard una circunferencia.

Las distancias entre a, b y ¢ se relacionan mediante la férmula a? = b? + ¢ de ella, podrds
despejar la variable que necesites para encontrar su valor, siempre y cuando tengas tan
solo una incégnita desconocida.

Para obtener la ecuacion de la elipse partimos desde su definicion: d(P, F,) + d(P, F, ) = 2a, para
ello, determinamos la distancia de un punto cualquiera P (x,y) alos focos F, (-¢, 0) y F, (¢, 0).

® Fig. 12.

Prohibida su reproduccion



d(PF)=V(x,-x)+(¥,-y)? d@F)=V(,-x)+ ¥,-y)?

d(PF) = VE+ o+ (y-0)> d (P F) = V{x+ o+ (y-0)’

Sumamos las distancias e igualamos a 2a.

VE+o)2+y2+ V(x-0)?+y?=2a
Resolvemos las raices
VGFTHY) = Qa- VG T+ y7 )
(x+c)+y?=4a’-4aV(x-c)*+y*+ (x-c)*+y°

Desarrollamos el binomio que se presentan en ambos lados de la ecuacién y eliminamos
términos semejantes.

X2+ 2xc+ 2+ y*=4a*- 4aV(x-c)*+ y* + x* - 2xCc + c* + y?
4xc-4a*=-4aV(x-c)*+y?

Extraemos factor comun y simplificamos
-4(xc-a?)= -4a\/m; (a? -xc)=a\/m;
Eliminamos la raiz cuadrada, resolvemos el binomio y multiplicamos
(@ -xc)2=aV(x-c)?+y?)?; a*- 2a%c + x2c2= a? (x*- 2xc + 2+ y2)
a* - 2a%xc + x*c* = a’x?- 2a’xc + a’c? +a%y?

Reducimos ftérminos semejantes, agrupamos los términos por variables que fengan x e y a
un solo lado de la ecuacion, luego factorizamos.

at-a%c? = a?x? - x2c2 + azyz; aZ(aZ _ CZ) — XZ(aZ - Cz) + azyz

Tenemos que la disfancia del punto B, (0, b) a cada foco es a. Por lo fanto, aplicamos teore-
ma de Pitdgoras y despejamos b2,

a’=Db?+c? ;b’=a’-c?
Sustituimos todos los (a? - ¢*) que tengamos en la ecuaciéon antferior por b?
a?b?= x?b? + azyz; x2b? + azyz = 32h?
Finalmente, dividimos toda la ecuacién para a?b? y simplificamos.

XZbZ a2y2 _ aZbZ . XZ y2 _1 » . ;
27b? b2 atb? | a2 + b2 ecuacion de la elipse con eje focal x

Prohibida su reproduccion
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Dada la ecuacién de una elipse 4x? 4+ 9y* = 36, determinemos las coordenadas de los vértices, focos, las \

% longitudes de los respectivos ejes mayor y menor, la excentricidad, la longitud de los lados rectos y realice-
‘_El mos la representacion grafica.
iy 4x? + 9y? = 36 Dividimos para 36—+ - 36 RS A
36 36 36 9 4
. . XZ yz
Al comparar la expresion obtenida con ey + b =1,tenemos: a?=9yb?=4, porlotantoa=3yb = 2.

Ahora, segln la expresion pitagdrica: a? = b? + ¢ reemplazamos y determinamos el valor de ¢, ¢ =V (a?- b?),

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

i

c=+v(3%- 2%) entonces ¢ = V5. i
Vertices: V,(-a, 0); V,(a,0) — V. (-3,0); V, (3,0) y A i
|
Focos F, (¢, 0); F, (c,0) — F, (- V5, 0); F, (5, 0) i
B, (0,2); B, (0,-2) i
Longitud eje mayor 2a =6 > i
Longitud eje menor 2b = 4 i
|
Excentricidad: e = i
|

|

|

|

|

Lado recto LR=

e

Hallemos la ecuacion de la elipse de centro en el origen cuyos vértices son los puntos (-7,0) y (7,0) vy \

(o] |
p— |
oWl susfocos (-5,0) y (5,0). y A |
o ) |
(=] Solucion !
o |
il Segun los vértices (- 7,0) y (7,0) entonces a= 7y los focos (-5, 0) i
y (5,0),c=5. |
Ahora segun la expresion pitagdrica: a? = b%+ ¢?, reemplazamos y > i
determinamos el valor de b: X |

b =V(a%- ), b =V/(7%- 5%) entonces b =24 i

|

. X y2 |

Ahora, reemplazamos en la ecuacion —+ o =1 !

a I

Xy W Fig. 14 |

Resultar —+ —=1 g I
49 T )

9. Sealaecuacion 4x*+ 25y? =100, determina las coordenadas de los vértices, focos, las longitudes
de los respectivos ejes mayor y menor, la excentricidad, la longitud de los lados rectos y realiza la
representacion grafica.

10. Halla la ecuacién de la elipse de centro en el origen cuyos vértices son los puntos (-8, 0) y (8, 0)
y sus focos (-6,0) y (6,0).

c
0
(6]
0o
)
§o]
o
Q
o
>
>
[}
o
Q
<
<
a

11. Halla la ecuacion de la elipse de centro en el origen cuyos vértices son los puntos (-7,0) y (7, 0)
\ Ysusfocos (-50) vy (5,0).




2.2. Ecuacién canédnica de la elipse con centro (0, 0) y eje focal y

m eje mayor y principal En las elipses con centro en el origen y eje de simetria x se
H eje mayor y normal cumple que:
Y& * Centro (0,0)

V,(0,2)

* V, (0,a);V, (0,-a)
¢ Cortes con los ejes B, (b, 0); B, (-b, 0)
500 X * Focos F, (0,-c); F, (0,¢)

* Ejefocaly

P(X,Y)
* Eje normal x

* Longitud eje mayor 2a

d * Longitud eje menor 2b

2
® Fig. 15. * Ladorecto LR = %

» Excentricidad e = % = —V""Za'bz

Aplicamos el mismo procedimiento para obtener la ecuacién de la elipse; debemos partir
desde su definicion, es decird (B, F,) +d (P F,) = 2a, para ello conseguimos la distancia de
un punfo cualquiera P (x,y) alos focos F, (-¢c,0) y F, (c, 0).

d(BF)=vV(x,-x)+ (¥, y)*  d@F)=V(E,-x)+(y,"y)’
d (P F) = V(x-0)*+ (y-c)? d (P F,) = V(x-0)*+ (y + ¢)?
Sumamos las distancias e igualamos a 2a
V(x-0)2+ (y-¢)? + V(x-0)?+ (y+c)? =2a
Resolvemos las raices
(VEE+ (y + ¢)?)? = (2a-Vx?+ (y - c?)?
X2+ (y + ©)2= 4a%- 4aV (2 + (v - ©)?) + X2+ (y - ©)?

Desarrollamos los binomios que se presentan en ambos lados de la ecuaciéon y eliminamos
términos semejantes.

X2+ y? 4 2yc + y2 =4a*-4aV 2 + (y- )2+ x% + y2 - 2yc + ¢
4yc - 4a2=-4aVx2 + (y - c)?
Extraemos factor comun y simplificamos
-“4(-yc+a¥)=-4aVv(x*+ (y-c)?; (@*-yo)=av(x*+ (y-0)?*;
Eliminamos la raiz cuadrada, resolvemos el binomio y multiplicamos
(@ -xc)2=aV(x-c)?+y?)?; a*- 2a%c + x2c2=a? (x*- 2xc + 2+ y2)
a* - 2a%xc + x*c? = a’x?- 2a*xc + a*c? +a%y?

Excluimos términos semejantes, agrupamos los términos que tengan x e y a un solo lado de
la ecuacion, factorizamos.

Prohibida su reproduccion
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Tenemos que la distancia del punto B, (0, b) a cada foco es a. Por lo tanto, seguimos esfa

ecuacion pitagdrica y despejamos b2,

a?=b*+c% b? =a?-c%

Sustituimos todos los (a? - ¢*) que tengamos en la ecuacién anterior por b?

a2 b2 — aZXZ + b2y2 ; aZXZ + b2y2 — aZ b2

Finalmente dividimos toda la ecuacién para a?b? y simplificamos.

aZXZ b2y2 _ a2b2 ' XZ y2

22b? + b2~ abz ' bE +? =1 ecuacion de la elipse con eje focal y

. . X
Hallemos los elementos de |a elipse cuya ecuacion es —— + A 1

16 16

Primero: Encontramos a y b, luego sustituimos en las coordenadas
de VyB.

a’=25;a=>5 entonces los vértices serdn VI(O, 5); v, (0,-5)
b*=16;b =4 entonces B, (4,0); B, (-4,0)

Segundo: El valor de ¢ lo conseguimos despejando de la ecuaciéon
a?=Db?*+c?

c=V(a?- b?) ; c=V(25 - 16) ; c=V9, c = 3 entonces los focos serdn
F, (0,3);F, (0,-3)

longitud eje mayor = 2a ; longifud eje mayor = 10 W Fig. 16.
longitud eje menor = 2b ; longifud eje menor = 8
2 2
lado recto LR = 22 ; LR=@; LR= 32 ;LR=64
Hallemos la ecuacién de la elipse de centro en el origen cuyos vérti-
ces son los puntos (0,3) y (0,-3) ysusfocos (0,2) y (0,-2) .
Segun los vértices (0, 3) y (0, -3) entonces a = 3 y los focos (0, 2) y
(0,-2),c=2.
Ahora segun la expresion pitagdrica: a? = b%+ ¢? , reemplazamos y
determinamos el valor de b.
b =V(@@?- ), b =V(3%-2?) entonces b = /5. x»
2 2
Ahora, reemplazamos en la ecuacion Lz + LZ =1,
b a
2 2
Resulfa: =+ - =1,
| Fig. 17
y|

representacion grafica.

sus focos (0,2) vy (0,-2).

12. Dada la ecuacién 25x% 4+ 4y? = 100, determina las coordenadas de los vértices, focos, las longitudes
de los respectivos ejes mayor y menor, la excentricidad, la longitud de los lados rectos y realiza la

13. Halla la ecuacién de la elipse de centro en el origen cuyos vértices son los puntos (0,4) y (0,-4) y

Prohibida su reproduccion



2.3. Ecuacion canédnica de la elipse con centro (h, k) y eje de simetria paralelo
al eje x

En la elipse que se muestra en la grdfica se tiene que:

B eje mayor y principal e Centro (h, k)
B eje mayor y normal

* V, (h-a,k);V,(h+ak)
e Cortes con los ejes
B, (h,b + b); B, (h,k-b)
¢ Focos F, (h-¢Kk);F, (h+ck)
* Ejefocaly =k

v, (h+ask)

* Eje normal paralelo ay

* Longitud eje mayor 2a

B,(h;k-b)

X » Longitud eje menor 2b

. 2b?
M Fig. 18 e Lado recto LR= 5

Para la deduccién de la ecuacion candnica de la elipse con centro (h, k) se debe realizar

_ 2 _1,)2
una traslacion de ejes, y de ello obtenemos que: (Xazh) + v Zk) ,dondea>b>0

b

Al igual que en las anteriores ecuaciones de elipse, agui también utilizamos la férmula pita-
godrica a?=b*+ c?

2.4. Ecuacion candnica de la elipse con centro (h, k) y eje de simetria paralelo
al ejey

En esta elipse, se cumple que:

B eje mayor y principal * Centro (h, k)
B eje mayor y normal o .
N J yory V., (h-a,k);V, (h,k+a)
Y e Cortes con los ejes

B, (h-b;k); B, (h + b, k)
¢ Focos F, (h,k-c);F, (h,k+c)

* Ejefocalx=h

Vz(h;k+a)

* Eje normal paralelo ax

- A * Longitud eje mayor 2a

* Longitud eje menor 2b

2
* Lado recto LR= %

Se aplica el proceso de traslacion de ejes para
conseguir la ecuacion candnica de centro (h, k) y
eje de simetria paralelo al eje y

V. (hk-a)

Prohibida su reproduccion
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Entonces: (szh) uE U Zk) =1 dondea>b>0
a



Ejemplo 14

S

Determinemos la ecuacién de la elipse con centfro (-2, 2 ) , cuyos vértices son (-2, 8) vy (-2, -4) y ademds
el eje menor es 10.

Solucién: Es notable que la primera componente no cambia (-2), esta observacion evidencia que la elipse
se encuentra paralela al eje y. Entonces:

V, (h, k + a) se relaciona con (- 2,8) entonces h=-2 y k+a=8
V, (h, k- a) se relaciona con (-2,-4) entonces h= -2 y k-a=-4 y

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones k+a=8 yk-a=-4.

k+a=8
k-a=-4
2k=4 Entoncesk=2ya=6

Si el eje menor es 10, tenemos que 2b = 10 por lo cual b = 5.
Empleamos la férmula de la elipse paralela al eje y que se ubica
fuera del origen:

x-h? L G-l

b? a?
(x + 2)? . (y - 2)2 . | Fig. 20.
36 25

S g

Determinemos la ecuacién de la elipse con centro (-3, 4), cuyo eje mayor es paralelo al eje horizontal y el

valor de la excentricidad es 2\;?
Solucién: Con el valor de la excentricidad, concluimos que yA
a=7yc=2/6.
Calculamos el valor de b con la expresion: b? = a?- ¢?
b?=49 - 24, entonces b = 5. Enfonces:
V,(h-a,k) —(-10,4)
V,(h+ak) —(44)
Empleamos la férmula de la elipse paralela al eje x que se
ubica fuera del origen:
(x-h? | (y-k)?_ >
b? + 32 =1 X
(x+3)? n G-9* _, M Fig. 21.
49 25
| . . , o (27 (y-1)
I 14. Una elipse se describe segun la ecuacion 100 + 36 1 . halla las coordenadas de los
|
: vértices, focos, las longitudes de los respectivos ejes mayor y menor, el valor de la excentricidad, la
| longitud de los lados rectos y realiza la representacion grafica.
|
|
i 15. Determina la ecuacién de la elipse con centro (3, 3), cuyo eje mayor es paralelo al eje vertical y el
|
! 4
! valor de la excentricidad es 3 i
\ |

Prohibida su reproduccion



Obtencién de la ecuacién candnica de la elipse a partir de la ecuacién general

Sea la ecuacién general de un lugar geométrico, Ax?+ By?+ Cx + Dy + E = 0; si los coeficien-
tes de Ay B son del mismo signo, representa una elipse con eje paralelo al eje horizontal
o vertical.

S

.z .z P . \
Sea la ecuacion 6x? 4+ 9y?- 96x - 36y - 36 = 0, hallemos la ecuacién candnica de la elipse, deter-
minemos las coordenadas del centro, vértices, focos, longitudes de los lados rectos, el valor de la
excentricidad y la representacion grdfica.

Solucion:

16x* +9y*-96x-36y+36=0 Dato

(16x%-96x )+ (9y?- 36y )=-36 Agrupando los términos segun x e y.
16(x%*- 6x) + 9(y*- 4y )=-36 Factor comun numérico

16(x*-6x+9) +9(y*-4y + 4)=-36 + 144 + 36 Completando los trinomios

16(x-3)*+9(y?*- 2)*= 144 Factorando trinomios y realizando operaciones

16(x-3)*, 9(y-2)2 144
144 144 ~ 144

Dividiendo cada término para 144

_72)2
x-3) -2 Simplificando las fracciones
9 16

al |

Elipse de eje mayor paralelo al eje y.

Valores de a, b y ¢ correspondientemente: 4, 3 y V7.

Centro (h, k) — Centro (3, 2)

Vértices: (h,k+a) — (3, 6) /
(hk-a) — (3,-2)

Focos: (h,k+¢) — (3,2 +V7)
(hk-¢)—(3,2-V7) \

16(x - 3)? )

144 G2/

L C
Excentricidad: e = ;; e=

\\\_’//

Lado recto LR=

NS

16. Considerando las siguientes ecuaciones, determina la ecuacion candnica de la elipse, establecien-
do las coordenadas del centro, vértices, focos, longitudes de los lados rectos el valor de la excentri-
cidad; asi como la representaciéon grafica.

a. 9x%* 4+ 4y*-36x-8y+4=0 C. 16x* +4y*+32x+ 16y-32=0

Prohibida su reproduccion
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2. PARABOLA

3.1. Ecuacién candnica de la pardbola con vértice (0,0) y eje de simetria x

Una pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que tienen una
distancia igual a una recta fija, denominada directriz, y a un punto fijo, llamnado foco. Los
elementos que podemos apreciar en la pardbola son los siguientes:

Eje focal: También nombrado eje de simetria, es la recta que pasa por el foco e intersecta
perpendicularmente a la directriz.

Directriz: Recta cuya distancia a cualquier punto de la pardbola es equidistante a la distancia
de ese mismo punto al foco.

Vértice: Es el punto V en el que se une la pardbola con el eje focal.
Foco: Es el punto fijo F que se halla sobre el eje de simetria.
Lado recto: Es la cuerda paralela a la directriz que pasa por el foco, su distancia es de 4p.

Parametro: Designado comunmente con la letra p, se refiere a la distancia que existe entre el
vértice y el foco, la cual es igual a la distancia entre el vértice y la directriz.

3.2. Ecuacién canénica de la pardbola con vértice (0,0) y eje de simetria 'y

En la pardbola con eje de simetria "x" que se presenta a con-
finuacion, tfenemos las siguientes caracteristicas:

* Coordenadas del vértice (0, 0)

* Las coordenadas del foco son (p, 0)

* Directrizx=-p x>
* Lado recto esigual a |4p|
* Sip>0,lapardbolatiene sufoco ala derecha del vértice
Y SUs ramas se abren a la derecha.
* Sip <0, lapardbola tiene su foco a la izquierda del vérti-
ce y sus ramas se abren a la izquierda. M Fig. 23.

Por definicion de pardbola fenemos que la distancias de un punto al foco (p, 0) y a la directriz
(-p, y) serdn las mismas, por ello, igualamos las ecuaciones obtenidas y resolvemos.

d (P F) =V(x, %)+ (y,-y,)? d (P L) =V(x,x)2+ (¥,-¥)?
d (P F) =V(x-p)?+ (y - 0)? d(PF) =V(x+p)?*+ (y-y)?
d (P F)=v(x-p)+y? d(PF)=x+p

(x+p)?=V(x-p)*+y?)?

y?=4px; 4p representa el lado recto de la pardbola

Prohibida su reproduccion



3.3. Ecuacién candénica de la pardbola con vérti-
ce (0,0) y eje de simetria x

En la pardbola con vértice en el origen y eje focal "y" se tiene
que:

* Coordenadas del vértice (0, 0)

* Las coordenadas del foco son (0, p)
e Directrizy = -p

* Lado recto es igual a |4p]|

* Sip >0, la pardbola tiene su foco arriba del vértice y sus
ramas se abren hacia arriba.

* Sip <0, la pardbola fiene su foco abajo del vértice y sus
. ramas se abren hacia abagjo.
| Fig. 24.
Realizamos el mismo proceso de distancias para obtener la ecuacidn, pero en este caso,
tendremos diferentes coordenadas debido a que la pardbola se abre hacia arriba o hacia
abajo; asi tenemos que F (0, p) y el punto L(x, -p)

d(PF) =V(x,-x)*+ (¥,-y,)? d (P L) =V(x,x)*+ (v,-¥,))
d (P F) =V(x-0)+ (y - p)? d (P L) =V(x-x)*+ (y + p)?
d(PF)=vx*+ (y-p)® d(PL)=y+p

y+p=V&+(y-p)’

v +p)=(+F-p)?) Y

x?=4py; 4p representa el lado recto de la pardbola

Determinemos la ecuacién de la pardbola descrita por el foco de coordenadas (0 ) - %) y Vvértice en el
origen (0, 0)

Recordamos que cuando el foco es (0, p) utilizamos la ecuacién x? = 4yp, reemplazamos el pardmetro en
la expresion.

2 ,
X2 =4py; x* =4 (§>y (X2 =-

2
o
Q
£
)
(M)

N~

Encontremos la ecuacién de la pardbola que tiene vértice en
el origen, de eje de simetria x y pasa por el punto (2, -4). —
El eje focal es el eje de las x, por lo que tenemos que aplicar la . 1
siguiente ecuacion.

y? = 4px; como el punto (2, -4) pertenece a la curva, debemos
sustituirlo en las variables x e y para despejar p y defterminar su
valor. E 2.4)] 3

y?=4px; 4p(2) = (-4)*;8p=16;p=2 AN

La ecuaciéon que describe la pardbola es  y? = 8x ~<

(o)
o

i 2
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3.4. Ecuacién candnica de la pardbola con vérti-
ce (h, k) y eje focal paralelo al eje y.

La pardbola que se muestra en la grdfica tiene las siguientes
caracteristicas:

Coordenadas del vértice (h, k)

Las coordenadas del foco son (h + p, k)

Ecuacion de la directrizx=h - p

Ecuacion del eje focal y =k

Longitud del lado recto LR = |4p|

Si p > 0 las ramas de la pardbola abren a la derecha.

Si p < 0las ramas de la pardbola abren a la izquierda. = Fig. 26,

Recordamos que para obtener la ecuacidon candnica hay que igualar las distancias que se
obtienen desde un punto de la pardbola P (x,y) al foco (h + p; k) y a la directriz L (h - p; y).
Asi fenemos que:

d (P L) =V(x, %)+ (,-v,)’ d (P F) =V(x, %)+ (v,-¥,))

® Fig. 27.

d(P L) =V(x-0)*+ (y-

d(PL)y=h-p-x

p)* d(BF) =V(x-x’+ (y+p)’

lgualamos distancias y resolvemos

(h-p-x2=(Vh+p-07+ (k-y)) )

h? + p? + x* - 2hp - 2hx -

y? - 2ky + k?=4px - 4hp

2px=h?+ p?+ x?+ 2hp - 2hx - 2px + k? - 2Ky + y?

(y-k)?=4p(x-h) ecuacién candnica

3.5. Ecuacion candnica de la pardbola con cen-
tro (h, k) y eje de simetria paralelo al eje y.

En la pardbola con eje focal paralelo al eje y que se presen-
ta, se fiene que:

Veértice (h, k)

Coordenadas del foco es (h; k + p)

Ecuaciéon de la directrizy =k - p

Ecuacion del eje focal x =h

Longitud del lado recto LR = |4p|

Sip > 0, las ramas de la pardbola abren hacia arriba.

Sip <0, las ramas de la pardbola abren hacia abajo.

Prohibida su reproduccion



Ejemplo 18

Ejemplo 19

Prohibida su reproduccion

Recordamos que, para obtener la ecuacién candnica, hay que igualar las distancias que se

tenemos que:

d (P L) =V(x,x)*+ (¥,-y,)? d (P F) =V(x,-x)*+ (¥,-y,)*

d(PL)=V(x-x)2+ (k-p-y)? d(PF)=V(h-x)?+ (k+p+y)?

d(PL)=k-p-y

Igualamos distancias y resolvemos

(k-p-y)’= N(h-x)7+ K+p+y)? )

k* + p? +y®- 2kp - 2ky - 2py = h? - 2hx + x* + k* + p* + y*+ 2kp - 2ky - 2py

x? - 2hx + h?= 4py - 4kp

(x-h)?=4p(y-k) ecuacién candnica

Determinemos la ecuacion de la pardbola que cumple con las condiciones dadas: vértice (-3,-2) y ecua-

cién de la directrizes y - 3=0.

Solucién: La ecuacion de la directriz es y = k - p, y disponemos del dato y - 3 = 0, luego, se concluye que

3 =k- p. pero, segln el vértice k = -2 entonces despejamos p.

3=k-p; 3=-2-p donde-p=>5enftoncesp =-5

Asi, con el valor de p y las coordenadas del vértice, reemplazamos en la ecuacion:
(x-h)?=4p(y-kK) ; x+3)?=4(-5)(y+2) ; x+3)*=-20(y +2)

Hallemos los elementos de la pardbola que corresponde a la siguiente ecuacion (y - 4)? = 8(x + 2), luego

realicemos la representacién grdfica.
Datos: (v - 4)* =8(x+ 2) V=7 F=7? directriz=? ejefocal=? LR=7?

Solucion:

Comparamos con la ecuaciéon general (y - k)? =4p (x - h), por
lo que:

4p=8->p=2

* Vértice (-2, 4)

* Coordenadas del foco (0, 4)

* Ecuacién de la directriz x = -4

e Ecuacioén del eje focaly = 4

* Longitud del lado recto LR = 8

e Como p > 0, las ramas de la pardbola abren hacia arriba.

17. Representa gréficamente las pardbolas.

a. (x-3)?=-3(y + 4) b. y*=-8(y + 3) c. x2=-%(y-1)

18. Determina la ecuacion de la pardbola cuyo vértice y foco sean V (3, 4); F(3, 6)

obtienen desde un punto de la pardbola P(x,y) al foco (h; k + p) y a la directriz L(x; k- p). Asi,

~N



Obtencién de la ecuacién candnica de la pardbola a partir de la ecuacién general
La ecuacidon general de la pardbola ubicada fuera del origen se expresa como:
x*+ Ax+By+ F= 0 donde A # 0 y el eje de simetria es paralelo al eje vertical y.

y?+ Ax+By+ F= 0 donde A # 0y el eje de simetria es paralelo al eje horizontal x.

S S

. 2 . s s . \
Seala ecuacion y? + 8y - 16x + 64 = 0. Determinemos la ecuacion candnica de la pardbola, las

o |
N |
Il coordenadas del vértice , foco, directriz y la representacion grdfica. |
2 :
=l Solucion: !
()] |
il 2 4 8y -16x+ 64 =0 Dato l
|
|
|
y?+ 8y = 16x - 64 Agrupando los terminos segun y i
|
|
y?+8y+16=16x-64+ 16 Completando los trinomios |
|
|
(y+4)’=16x-48 Factorando frinomios y realizando operaciones i
|
|
(y +4)’=16(x-3) Factor comudn numérico ¥ i
yai |
(y-k)*=4p(x-h) Ecuacion candnica )4 !
/
7 !
Al comparartenemos que:h =3, k=-4,p=4 | i
1 _3’_a p X |
. Vértice (h, k) - (3, -4) r |
|
* Foco (h+p, k)= (7,-4) !
|
e Directrizx=h-p;x=3-4;x=-1 N |
N |
* Eje de simetria:y =k; y =-4 N |
|
* Ladorecto LR =4p; LR =4(4); LR=16 H Fig. 29. /:

19. Sean las ecuaciones generales de pardbo-  20.Considerando las ecuaciones candni-
las, determina la ecuaciéon candnica y defi- cas de pardbolas, determina la ecuo-
nelas los elementos vértice, foco, lado recto, cién generall.
directriz y eje de simetria, asi como la repre-

|
|
|
|
|
|
|
i
|
| (x-3)?=8(y-2
i sentacion gréfica. a.(x-3) (y-2)
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

] 5
I o
(x4 4)2 =-12 ! g
a.x-6x+ 12y +21=0 o. (x+4) y ! g
! &
b.y?+2y-16x+1=0 c(y-2)’=24(x+6) i
O
c.x*+4x+20y-96=0 d.(y+5)?=36(x-1) i 3
I g

|



4. LA HIPERBOLA

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano, tales que la suma de las
distancias a los puntos fijos denominados focos (F, y F,) no cambia. Asi, fenemos que un
punto cualesquiera P (x,y) perfenece ala hipérbolasid (P F)) -d (P, F,) = 2aen donde a
es un ndmero real positivo. Los elementos que se aprecian son:

e Centro: Punfo de infersecciéon de los ejes o punto medio del eje fransverso.

» Vértices: Puntos de interseccidon de la hipérbola con los ejes; entonces (V1 y VZ) son |os puntos que
cortan al eje focal y (B, y B,) se consiguen como interseccidon del eje imaginario de los vértices
con la hipérbola.

* Focos: Son los puntos fijos (F, y F,) que se encuentran sobre el eje de simetria.

* Asintotas: Son dos rectas que se acercan a la hipérbola sin llegar a tocarla, pues se extiende in-
definidamente.

* Eje focal: Conocido como eje de simetria o principal, es la recta que pasa por los focos.
¢ Eje normal: Recta perpendicular al eje de simetria.

* Eje conjugado: Es el segmento perpendicular al eje transverso, su distancia es 2b

* Eje transverso: Segmento que une los puntos (V. y V,) de la hipérbola, su distancia es 2a.

¢ Lado recto: Segmento de recta que pasa por uno de los focos y une a dos puntos de la hipérbola.

4.1. Ecuacién candnica de la hipérbola con vérti-
ce (0,0) y eje focal a x

En la hipérbola que se muestra en la grdfica con centro en el ori-
geny eje de simetria x, se cumple que:

* V. (-a,0);V,(a0)
¢ Cortes con ejes B, (0-, b); B, (0, b)
¢ Focos F, (-c, 0); F, (¢, 0)

. b b
* Asinfotas y = FXYy=- X
* Eje focal x
* Ejenormaly
* Longitud eje conjugado 2

* Longitud eje fransverso 2a

| Fig. 30. 2h?
* Longitud del lado recto LR=

a
a
e Las distancias entre a, b y ¢ se relacionan mediante la expre-
sion ¢ =a?+ b2
Para hallar la ecuacion de la hipérbola hay que iniciar desde su definicion, es decir d(P, F)) - d(P F, )= 2a
para ello conseguimos la distancia de un punto cualquiera P (x,y) a los focos F, (-¢,0) Y F, (c, 0).

d(PF) =V(x,-x)*+ (v,-y,)’ d(PF) =V(x,-x)*+ (v,-y,)"

d(P F,) =V(x+ )%+ (y - 0)? d(P, F,) =V(x- 0)*+ (y - 0)?

Restamos las distancias e igualamos a 2a; \/(x+c)2+ y?) -\/(x -0)*+y?)=2a
Resolvemos las raices: v (x+¢)?+ y2)? = (2a+V(x - ©)2 + y? )2

E“I (x+0)2+y*=4a>+4aV(x-¢)? + y* + (x-)*+y?

* Excentricidades e = % = y esta debe ser >1

>hibida su reproduccion
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Desplegamos los binomios que se presentan en ambos lados de la ecuaciéon y descartamos
términos semejantes.

X2+ 2xc+ 2+ yr=4at+4av(x-c) +y*+x2-2xc+ ¢t +y?
4xc - 4a? = 4aV(x- )2 +y?
Desarrollamos factor comun y simplificamos.
4(xc-a)=4aV(x-o)’ +y*; (xc-a)=aV(x-o)? +y?
Eliminamos la raiz cuadrada, resolvemos el binomio y multiplicamos.
(xc-a?)?= (a (x-c)*+y?) )2; x%c? - 2a%xc + a*= a? (x*- 2xc + c*+ y?)
X2c? - x2c?- 2a%xc + a*= a’x?- 2a%xc + a*c’ + a%y?

Descartamos términos semejantes, agrupamos los términos que fengan x e y a un solo lado
de la ecuacion, factorizamos.

x2c2- a2x2 - azyz =a’c?-at ; XZ(CZ _ az) _ azyz =32 (Cz_ a2)

Tenemos que la distancia del punto B, (0, b) a cada foco es a. Por lo tanto, aplicamos teorema
de Pitdgoras y despejamos b2,

c?=a*+Db?; b*=c?-a?

Sustituimos fodos los (c?- a%) que tfengamos en la ecuacién anterior por b2
x?b?- a%y?=a?b? ; x?b?-a’y? =a’bZ

Finalmente, dividimos toda la ecuaciéon para a?b? y simplificamos.

X2b2 a2y2 _ a2b2 . XZ y2
ath? a%b? a?b? ' a? b?

=1 ecuacion de la hipérbola con eje focal x

4.2. Ecuacion candénica de la hipérbola con vértice (0,0) y eje focalay
En la hipérbola con centro en el origen y eje de simetria y se cumple que:
¢ V,(0,-a);V,(0,a)
 Cortes con ejes B, (-b, 0); B, (b, 0)
¢ Focos F (0,-c); F,(0,c)
i —a.,.,=-_2

Asintotas y = XY ="1 X
* Eje focal xy eje normaly
* Longitud eje conjugado 2b
* Longitud eje transverso 2a

2
* Lado recto LR=%

e Laexcentricidad:0<c;e>1

¢ AW
~ a a M Fig. 31.

* Las distancias entre a, by ¢ se relacionan mediante la formula ¢? = a? + b2

Prohibida su reproduccion



Aplicamos el mismo procedimiento para obtener la ecuacion de la elipse; iniciamos desde su
definicion, es decir, d(PF,) + d(PF,) = 2ay luego de ello, conseguimos la distancia de un punto
cualquiera P (x,y) alos focos F, (0,-c) y F, (0, c).

d(PF)=V(x,%)*+ (v,-y)’ d(BF) =V(,-x)’+ (¥,-v,)’

d (RF)=V(x-0)*+ (y-¢)’ d (PF,)=V(h-0%+ (K+p + y)?

Hallamos la diferencia entre las distancias e igualamos a 2a.

V(x-0)2+ (y-0)? -V(x-0)2+ (y+c)*=2a

Resolvemos las raices.

V24 (y+0)2)?2 =Ra+ VX2 + (y-0)?)?=2a
X2+ (y+0)? =4a>+4aVx2+ (y-0)? + x* + (y - ¢)?
Desarrollamos los productos notables y reducimos términos semejantes.
X2+ y?+ 2yc + y2=4a’+ 4a V(x*+ (v - ©)2 + x*+ y2- 2yc + 2
4yc-4a2=4a x>+ (y-c)>
Extraemos el factor comun y simplificamos.
4(yc-a?)=4aVx’+ (y-0)?; (yc-a?)=aV x>+ (y-c)?
Eliminamos la raiz cuadrada, resolvemos el binomio y multiplicamos.
(yc-a?)? =<a m)z; y?c?- 2a%yc + a* = a?(x*+ y*- 2yc + ¢?)
y?c?- 2a’yc + a* = a*x* + a?y?- 2a%yc + a*c?
Excluimos términos semejantes, agrupamos los férminos que tengan x e y a un solo lado de la

ecuacion, factorizamos.
yzcz_ azyz_ a?x? = a2¢?- gt ; yZ(CZ _ a2) -a?x?= a2 (CZ- aZ)
Tenemos que la distancia del punto B, (0, b) a cada foco es a. Por lo tanto, seguimos esta
ecuacion pitagdrica y despejamos b2,
c’=a*+b?; bi=c*-a*
Sustituimos fodos los (c?- a*) que tengamos en la ecuacion anterior por b?
yzbz_ a2x? = a2b?

Finalmente, dividimos toda la ecuacidn para a?b? y simplificamos.

>hibida su reproduccion
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4.3. Ecuacién candnica de la hipérbola con vértice (h, k) y eje focal paralelo a x

En la hipérbola que se muestra en la gréfica, con centro en el origen y eje de simetria x se cumple que:

L]

Centro (h, k)

V,(h-a,k); V,(h+aKk)

Cortes con ejes B, (h,k-b); B, (h,k+Db)
Focos F,(h-¢k); F,(h+ ¢ k)

Eje focal x y eje normal y F

Longitud eje conjugado 2b

Longitud eje transverso 2a

A

% B Eje tranversoy focal y=b_
N ’ ax
B Eje conjugado nominal
P (x
B,(h, k +b) *y)
h+c, k) F, (h+c k)

X, (1421

b b
Asintotas y -k = E(x—h);y—k: -;(x-h)

2
Lado recto LR= 2b

La excentricidad: e > 1, ademds que ¢ debe ser menor que a. e =

v

’ N
- __ b L. a
S a(x-h) G b(x-h)
¢ NETR
- a

Las distancias entre a, by ¢ se relacionan mediante la férmula ¢? = a? + b2

La formula que define a la hipérbola con centro (h, k) y eje focal paralelo al eje x es:

RV 12
x-h)* -k =1,donde a, b, c> 0; c >a.

a? b?

4.4. Ecuacion candnica de la hipérbola con vértice (h, k) y eje focal paralelo a'y

En la hipérbola que se muestra en la gréfica, con centro en el origen y eje de simetria x se cumple que:
A .

Centro (h, k)

V, (h,k-a); V, (h,k+a)

Cortes con ejes B, (h + b, k); B, (h-b, k)
Focos F,(h,k-¢); F,(h,k+c¢)

Asinfotas y - k = %(X-h);y-kz -% (x-h)
Eje focal y y eje normal x.

Longitud eje conjugado 2b.

Longitud eje transverso 2a.

Lado recto | p= 2b?

G-0) =t

F, (hk+¢)

Lado recto

a
La excentricidad debe ser siempre menor que uno y mayor que 0, ademds gque ¢ debe ser menor

. c
que a. La ecuacidon que la representa es: e = I

Las distancias entre a, by ¢ se relacionan mediante la féormula ¢ = a? + b2

La formula que define a la hipérbola con centro (h, k) y eje focal paralelo al eje x es:

- k)2 _h)2
(yaZk) = (szh) =1,dondea,b,c>0;c>a.

M Fig. 32.

M Fig. 33.
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Dada la siguiente ecuacion 4x? - 9y? = 36, determinemos los vértices focos, luego, grafiquemos la hipérbola. )

Solucién: Dividimos cada elemento de la ecuaciéon para 36, con la finalidad de obtener la unidad en el
lado derecho de la ecuacion.

]

|

|

|

|

|

2 2 2 2 |

ax 9y" _ 36 luego obtenemos: — - Y~ =1, A |
36 36 36 9 4 y |

|

Entonces la hipérbola tiene eje focal x. Comparando |
2 2 !

con la ecuacion de la hipérbola % - %z 1 conclui- |
mos que: |
a’=9yqueb’=4,porloquea=3yb=2. >
X |

Calculomos ¢ = V(a?+b?), c =V (32+22),c=V(9 + 4), :
c=+v13. |
Vértices: (3,0) y (-3, 0) |
|

Focos: (V13,0)y (-V13,0) !
.. __MFQ34_

Sea la ecuacién 36x?- 16y?- 216x - 32y - 268 = 0, hallemos |la ecuacién candnica de la hipérbola, deter- ‘:

minemos las coordenadas del centro, vértices y focos, luego representemos la hipérbola. !

Solucién: |

|

36x2- 16y%- 216x - 32y - 268 = 0 Dato :

|

(36x2- 216x%) - (16y* + 32y)=268 Agrupando los férminos segin x e y !

|

36(x%- 6x) - 16(y*+ 2y) = 268 Factor comUn numérico |

|

36(x*-6x+9)-16(y*+ 2y + 1) =268+ 324-16 Completando los frinomios i

|

36(x-3)*-16(y + 1)*= 576 Factorando trinomios y realizando operaciones |

|

_2)2 2

36(x-3) - 16(y +1) _ 576 Dividiendo cada término para 576 i

576 576 576 !

- 2 2 |

(x-3) - G+D =1 Simplificando las fracciones |

16 36 I

4 l

Hipérbola con eje focal en el gje x. y !

e Valoresdea,byc: 4,6y 2V13 |

|

e Centro (h, k) — Centro (3,-1) :

« Vértices: (h+a,k) — (7,- 1) |

|

(h-a,k) > (-5,- 1) > !

 Focos: (h+ ¢, k) — (3 +2V13,-1) X |

(h-c,k) — (3-2V13-1) i

|

. « Ladorecto LR = 20% ;| p=_2B6) .1p_ 13 !

2 a 4 I

o — |

8 « Excentricidad: e= — ; e = Vi3 :

R a_ 2 ] mFfg. S
o
Qo
S



Pardbola

Primer caso: e = eje OXy F = (% , )

Segundo caso: e = eje OXy F = (—

p’0>

En este caso, la directrizd es x = g En este caso, la directrizd es x = %
Como d(P, F) =d(P, d): Como d(P, F) =d(P, d):
f PV, o _|x+ P LN .
(X-§>+y—x+2 X+§>+y—X 2
Operando, se obtiene: y? = 2px Operando, se obtiene: y? = - 2px
Tercer caso: e = eje OY y F= ( 0, %) Cuarto caso: e= eje de ordenadas y F = ( 0, e

En este caso, la directrizd esy = P

2
Como d(P, F) =d(P, d):

p\? P
2 I -
x+<y 2) ‘y+2‘

Operando, se obtiene: x* = 2py

En este caso, la directrizd esy = P

2
Como d(P, F) =d(P, d):

P\’ p
2 JRa R .=
x+<y+2> ‘Y 2‘

Operando, se obtiene: x? = - 2py

Hipérbola
Q. A b. .
b XZ y2 . y2 XZ .
P Fa
b
»
a a 4 a b' a
b
Elipse
X2y Xy
Q. - 4+ =1 b _— - ==
Ab I a’ b? Ab I b2 22 1
> a a >
a a
b' ©
M Tabla 1.
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Problemas resueltos ©

1. Determina la ecuacion de la elipse con eje focal en el eje x cuyo centro coincide con el
. 13 18
origen y pasa por los puntos A (3,-—| yB | —, 4

3 5
Solucién: Segun la ecuacidn de la elipse con eje focal en el eje x, reemplazamos los valores que obtenemos
de acuerdo al enunciado del gjercicio.

En el punto A (3.-1—33>,XA=3VYA=- 13 yenB <E ,4>.XB=18 y Y, = 4, para obtener

3 5 5
(_ g)z 169
(3)? 3 , 9 9
En el fo A — + =1 Resolviendo - — + =1
2 2 n el punfo " b2 " o
X
-t Lz =1 18 \? 324
@b 5 4y 25 16
En el punto B: " + % =1 Resolviendo — = e =1

Resolviendo el sistema obtenido, se tiene que a =6 y b = 5. Asi, reemplazando ay b en la ecuaciéon de la
. . x2 y? X2 y?
elipse con eje focal x, tenemos: — +—=1; — +=—=1
P ) a2 | b 36 ' 25
2. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos P (2,3)yQ (0,5)y

cuyo centro estd sobre larectax -y + 3 = 0. M

Primero: Establecemos un sisfema de ecuaciones X-y+3=0- h-k=-3

con los puntos Py Q en la ecuacién candnica; lue- _ . 29 5
go resolvemos los productos notables y ordenamos -4h-4k =17 Donde se obfiene C |- —,-—

algebraicamente. 29 5
(2-h)2+ (2-K)?=1? > h+kP-4h-4k +8=r Cuarto: Reemplazamos € ( = ?> resolvemos
(0-h)?+ (5-k)2=r>> h%+k?- 10k + 25 =r? Y optenemos efradio

2 2
Segundo: Se establece r2 = r? y se reducen los térmi- (2 + 2) + (2 +i> =12 / 2025 N 441 —r62=r
nos semejantes. 8 8 64 64

h*+k?- 4h - 4k + 8 = h*+ k*- 10k + 25; -4h - 4k =17 Finalmente, reemplazamos el vértice y el radio en la

2 \ 2
Tercero: Se sustituye x por h e y por k debido a que el ecuacion. (X + ﬁ) + (y + i) =38,44
centro de la circunferencia estd sobre la recta. Luego, 8 8
resolvemos el sistemna de ecuaciones resultante.

3. Halla los elementos de la pardbola cuya ecuacion es y? = -2x

A 1
y 4p = -2, enfonces p =- >

Ahora bien, foco (p, 0) entonces F (- % 0)

1
»  Vértice (0,0) Directrizes x =-p enfonces x = >
LR = |4p| entonces LR =2
Como p < 0 enfonces las ramas de la pardbola se dirigen hacia la izquierda.
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y problemas

D Circunferencia

1.

Determina la ecuacién de la circunferencia y
traza su grdfica.

a. C(0,0);r=5 c. C(-3,2)r=2

b. C(4,2);r=4 d. C(-4,-2);d=8
Verifica si el punto dado pertenece o no a la cir-
cunferencia.

a. P(-1,-3)a(x+3)*+ (y-2)’=4

b. P(0,2)ax+5)?*+ (y+1)’=5

c. P(-9,3)a(x-4)*+ (y-2)*=81

1
d. P(?" %) ax-7)*+y*=64
Determina las ecuaciones de la circunferencia a
partir de su grdfica.

>x

A
a. Ay c. y
> x
M Fig. 36.
M Fig. 38.
b. Ay
> x
W Fig. 37.

Halla la ecuacién del lugar geométrico de los
puntos que distan 10 metros del punto P = (-3, 8).

Halla la ecuacién del lugar geométrico del pla-
no formado por los puntos que distan 7 unidades
del punto A= (-4, -5).

Determina las ecuaciones de las circunferencias
siguientes:

a. Centro (2,-1) y radio 3.

b. Centro (3, 0) y radio 4.

c. Centro (-1, 5) y pasa por el punto P =(-4, -6).

7. Anadliza las ecuaciones candnicas de circunfe-
rencias y determina las coordenadas del centro
y el valor del radio.

a. (x-3)+(y-1)*=49
b. (x-5)?%+ (y+3)>’=36
c. xX*+(y+5)=9
d (x+12)24+y*=144
8. Dadas las ecuaciones generales, halla las coor-

denadas del centro de la circunferencia asi
como el valor del radio.

a. X+ y?-6x-4y-12=0
b. x*+y?-10y-11=0
c. xX*+y*-2x+2y-7=0
d. x*+y?*-121=0
9. Calcula los valores de m para que el punto

P = (1, 1) pertenezca a la circunferencia descri-
fa por x? 4+ y? - 2mx + 4my - 4m? =0

10. Determina la posicién relativa de los puntos A -

(5,4),B-(-1,1) y C-(2,-1) respecto a la circun-
ferencia x* + y? - 4x -2y - 4 - 0.

B ciipse

28. Dadas las grdficas, halla la ecuacién de la elipse.

AY Ay

= Fig. 39 W Fig. 40.

Ay Ay

® Fig. 41. m Fig. 42.

Prohibida su reproduccion

189




Prohibida su reproduccion

. Halla los vértices, los focos y la excentricidad de
siguientes elipses:
X2 y2
25 9

b. 9x*+ 4y? =36

c. 5x*+ 6y*=30
d. x*=4-2y?

. Halla la ecuaciéon de las elipses determinadas
por las siguientes condiciones:
a. Focos (£4, 0). Vértices: (0, £5).

b. Longitud del eje mayor: 6. Longitud del eje me-
nor: Focos en el eje X.

c. Focos: (15, 0). Longitud del eje mayor: 12.

d. Extremos del eje menor: (0, +3). Distancia fo-
cal: 8.

e. Excentricidad: 0,8. Focos: (+1,5, 0).
f. Corta el eje de ordenadas en los puntos

1
A= (0,6); A'=(0,-6) y la excentricidad es e = 3

. Halla la ecuacién de la elipse que pasa por el
punto P = (3, 1) y fiene sus focos en F= (4, 0) y
F'=(-4,0)

. Halla la ecuacién de las elipses que satisfacen
las siguientes condiciones:
a. Foco (7, 2). Vértice: (9, 2). Centro: (4, 2).
b. Centro: (1, 4). Distancia focal: 16.
Eje mayor: Paralelo al eje OX'y de longitud 20.

. Halla el centro y los focos de las siguientes elipses
de ecuacion:

3, G

a
64 16 !
-1 G+
b. =
100 ' 36 !

. La Luna describe una érbita eliptica alrededor de
la Tierra, que es uno de sus focos. Si la excentrici-
dad de la érbita lunar es 0,84 y la distancia focal
es de 369 200 km, halla la distancia mdaxima a la
que se encuentra la Tierra de la Luna.

. Halla las coordenadas del punto medio de la
cuerda que deferminan larectax + 2y-1=0y
la elipse x? 4+ 2y* = 3.

18. Analiza las ecuaciones candnicas de elipses y
determina las coordenadas del centro, vértice y
las longitudes de los ejes mayor y menor.

3, 2R

a 1
16 9
2 _ 2
o, B4’ -3’
81 100

19. Dadas las ecuaciones generales, halla la ecuo-
cién candnica y determina las coordenadas del
centro de la elipse y los valores de a, b y c.

Q. 9x?+ 4y?-36x-8y+4=0
b. 9x?+ 25y%-18x + 100y =116

C. 100x?+ 81y?- 486y - 7371 =0

B Pardbola

20. Halla el valor del pardmetro p de la pardbola
x* = -2py sabiendo que el punfo P = (-6, -1) estd
contenido en ella.

21. Halla el foco y la directriz de las siguientes
pardbolas:
a. y*=-8x Cc. y=5%x?

b. x*=12y d 8x*+12y=0

22. Determina en su forma reducida las ecuacio-
nes de las siguientes pardbolas:
a. 6y?-12x=0 b. 15x%- =42y

A continuacién, indica en cada caso el valor
del pardmetro p, las coordenadas del foco y
la ecuacién de la directriz.

23. Halla la ecuacién de las pardbolas que satis-
facen las siguientes condiciones:

a. Vértice: (0, 0). Foco: (-2, 0). Directriz: x = 2.
b. Vértice: (0, 0). Directrizzy = 6.
c. Foco: (0, -5). Directrizzy = 5.

d. Vértice: (0, 0). Eje de simetria: eje OY. Pasa
por el punto P = (-3, 3).



B Hipérbola

24. Analiza las ecuaciones candnicas de las
pardbolas y determine las coordenadas del
vértice y las longitudes de su lado recto.

a. (x-4)t=-24(y - 2).
b.(y+3)’=16(x+5)
c.y?=-20(x-3)
d x*=36(y+7)
25.Dadas las ecuaciones generales, halla la

ecuacién candnica de la pardbola y deter-
mina el vértice, el foco y la directriz,

26.Halla las ecuaciones de las hipérbolas que
fienen las siguientes graficas:

ya

W Fig. 43.

W Fig. 44.

27. Halla los vértices, los focos y las asintotas de estas

hipérbolas:
XZ 2
RS AR

4 16
b. 9x?-4y*=36

c xX-y’+4=0

d x*-y*-8=0

28. Halla el centro, los focos y los vértices de las si-
guientes hipérbolas:

o G4 17

1
16 9
o (-1 AG-2
5 5
29.La ecuacién que describe la siguiente grdfica es:
y A
4
X
| Fig. 46.
2 2 2 2
o.X+y=1 C.X+y—1
36 5 36 25
XZ 2 XZ 2
b. + Y = d. + Y o
25 36 6 5

30. Halla la ecuacién de las hipérbolas determina-
das por las siguientes condiciones:

a. Focos: (15, 0). Vértices (£3, 0)

b. Focos: (0, £10). Vértices (0, +8)

c. Vértices: (1, 0). Asintotas y = + 5x
d. Focos: (0, £6). Pasa por P = (-5, 9)
e. Focos: (0, +£1). Longitu eje real: 1.

f. Asintotas:y = + % . Pasa por el punto de

coordenadas: (5, 2)

B Mas a fondo

31. Identifica las siguientes cdnicas y halla sus ele-
mentos caracteristicos;

a x+y’+2x+6y+1=0 c x*+4y*=100

b. 8x?-3y*=120 d. y*=36x

32. Halla la ecuacién del lugar geométrico de los
puntos del plano con diferencia de distancias a
los puntos A = (0, 3) y B= (0, -1) igual a 1. ;De
qué tipo de curva se trata?

ion
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A . .
£/ Para finalizar

. ¢Cudl es el valor del radio?
c. Escribe la ecuacién respectiva

d. ¢Como varia la ecuaciéon de la circunfe-

rencia si el centro se traslada 4 unidades
a la derecha?

. ,Como se explicaria el hecho de que al

recorrer 4 unidades a la derecha, que
significaria un aumento de cuatro unida-
des (+4), en la ecuacién aparezca (-4)?

En cambio ¢Cdmo varia la ecuacion de
la circunferencia si el centro se fraslada
tres unidades hacia arriba?

a.

: o > A

: 0 Sea la siguiente grafica: y

s v 4

: >

: X

: >

X

W Fig. 48.

: a. (Cudl es la distancia del eje mayor?

: | Fig. 47. b. ¢(Cudl es la distancia del eje menor?
. ¢Cudles son los elementos que definen c. ¢Cudl es la ecuacioén de la grafica?

de forma total a una circunferencia? d. ¢Coémo cambiaria la ecuacién si el eje

mayor se trasladase al eje horizontal y el
eje menor al eje vertical?

. En una elipse, (Cudl de las variables en-

frea, by c, es mayor?

Segun la grdfica, ¢cudl seria la ecuacion
si la elipse se traslada 2 unidades hacia
la derecha y 4 unidades hacia abajo?

¢Como diferenciamos si una elipse es
paralela al eje x o paralela al eje y?

O ¢Como se diferencian las ecuaciones co-
nénicas de la elipse e hipérbola?

@ Para la expresion x* = - 20y el lado recto y
la directriz es:

@Seo la grafica: a. LR=10,y=5
b.LR=5y=-4
c. LR=20,y=5
d.LR=-20,y=-4

B
© 00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°
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AUTOEVALUACION

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

* Trabajo personal * Trabajo en equipo

¢He compartido con mis
companeros y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

¢Cdmo ha sido mi actitud
frente al trabagjo?

¢He cumplido
mis tareas?

(Qué aprendi en esta
unidad?

« Escribe la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor o profesora suger-

encias para mejorar y escribelas.




https://goo.gl/Cv7wfn

Conicas

Antenas parabdlicas

Las antenas parabdlicas se caracterizan por incorporar un reflector parabé-
lico cuya superficie es un paraboloide (superficie tridimensional resultante
de girar una pardbola en torno a su eje de simetria). Tienen la propiedad
de reflejar los rayos paralelos entrantes hacia su foco, donde suele ubicarse
un receptor de sefales. Se utilizan para conectar con satélites, comunicarse
con radioaficionados o recoger sehales de muy alta frecuencia.

En grupos, realicen una presentacién con fotografias de elementos del en-
torno donde se identifiquen superficies conicas o derivadas de ellas.

v
El gran gedmetra

Asi era conocido el ma-
temdtico griego Apolonio
de Perge (262 a. C.-190 a.
C.), famoso por ser quien
otorgd el nombre de elip-
se, pardbola e hipérbola a
las figuras que hoy cono-
cemos.
Recopild todos sus estu-
dios en su famosa obra, so-
bre las secciones conicas
en la que, ademds, trataba las curvas planas y
la cuadratura de sus dreas. También se le atri-
buye la hipdtesis de las orbitas excéntricas para
infentar explicar el movimiento aparente de los
planetas.

La papiroflexia y las
conicas

La papiroflexia es el arte, de origen japonés, que
consiste en el plegado de papel para obtener
diversas figuras. Ademds de las técnicas cono-
cidas con finalidades ludicas (aviones, barcos,
pajaritas, etc.), doblar un papel puede ayudar a
conseguir elementos geométricos relacionados
con las coénicas.

-Observa coémo obtener una elipse a partir de una
circunferencia: http://links.edebe.com/puv8db
-Busca informacién para obtener, con una téc-
nica parecida, otras cénicas.

Ovalos, ovoides y elipses

Estas tres figuras pueden llevar a comparaciones
un tanto complejas y confusas;

mientras la elipse es una curva conica, el dvalo y
el ovoide no lo son.

—Busca en Internet una definicidn correcta de
oévalo y de ovoide. ¢Con qué

otra coénica se les puede relacionar?

Accede al enlace http://links.edebe.com/tvea vy
observa los distintos métodos para obtener dva-
los y ovoides.

—¢En qué coinciden y en qué se diferencian es-
tas dos lineas curvas?

Arquitecto

http://goo.gl/7bYmA)]

Aplicaria conocimientos sobre lugares geométri-
cos, partiendo desde el diseno como una cene-
fa, utilizando paqguetes informdaticos, para luego
plasmarlos en cubiertas parabdlicas en diversas
instalaciones , investigando materiales que ten-
gan caracteristicas flexibles, como algun tipo de
madera.

http://go0.gl/zjZins




Estadistica

CONTENIDOS:

1. La estadistica
1.1. La recoleccién de datos y su interpretacion
1.2. Tabla de frecuencia para dafos no agrupados

1.3. Medidas de tendencia central para daftos no agrupao-
dos

1.4. Media aritmética
1.5. Mediana
1.6. Moda
1.7. Desviaciéon media para datos no agrupados (DM)
1.8. La Varianza para datos no agrupados ( 62)
1.9. Desviacion fipica para datos no agrupados (o)
1.10.Medidas de tfendencia central para datos agrupados
1.11. Media aritmética para datos agrupados
1.12.Mediana para datos agrupados (Me)
1.13.Moda para datos agrupados (Mo)
2. Experimentos aleatorios
2.1. Espacio muestral
2.2. Operaciones con sucesos
2.3. Probabilidad
2.4. Probabilidad condicionada
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Noticias

Baja el precio del suelo urbano un 11,5 % vy las
ventas, un 22 %

En el primer trimestre del ano 2013, las ventas de
pisos bajaron un 22 %, y el precio del metro cuo-
drado bajé un 11,5 % en comparacién con el
ano anterior. En las poblaciones mds habitadas
el precio del metro cuadrado ha disminuido un
poco mds, llegando al 20 %.

El Pais, 18-6-2013.

Web

En la siguiente web puedes enconfrar todo
fipo de datos y encuestas. También hay juegos
y un poco de historia, que te ayudardn con la
estadisticar:

http://www.ine.es/explica/explica.htm

Esta ofra pdgina te servird como apoyo durante
estos femas. En ella podrds repasar la teoria y
dispondrds de una evaluacién al final:

http://links.edebe.com/zkbk

Peliculas
Ciudad mdgica, de William A. Wellman (1947).

Una empresa que se dedica a elaborar son-
deos y busca una ciudad en la que la opinién
de cuyos habitantes sea representativa de la de
todo el pais.

| EN CONTEXTO

Observa el gréfico que encontrards en el

siguiente enlace y contesta razonadamen-

te alas preguntas:

http://links.edebe.com/ixn

a. ¢Puedes describir la frayectoria del
grafico?

b. ¢Podrias predecir lo que va proximos
cuatrimestres? a ocurrir en los

c. ¢Te podrias fiar de esta prediccién?

Busca otfros graficos e infenta predecir
lo que va a suceder. ;Qué ocurre en la
realidad?

http://goo.gl/6td7Fd
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| LA ESTADISTICA

La estadistica, es una ciencia que estudia el proceso
de andlisis de un fendmeno, recolectando informa-
cién para luego ordenarla, presentarla y analizarla,
con la finalidad de describir, comparar y explicar sus
caracteristicas.

Poblacién y muestra

Poblacion es un conjunto finito de elementos o perso-
nas que presentan caracteristicas comunes, objetivos
del estudio a determinarse, asi por ejemplo tenemos:

* Empleados de la empresa de alimentos «Alimentar.
e Ldmparas de iluminacién del hotel «Buenaventuran.
* Estudiantes de la Unidad Educativa «<Nuevo amanecer,

El famano de la poblacidn se determina por el nimero de
elementos o individuos que se pretende estudiar, por ello es
uno de los factores mdas importantes a la hora de realizar
cierto tipo de estudio. Cuando el famano de la poblacién
es muy extenso, surge la necesidad de estudiar Unicamente

W Fig. 1. una parte de la misma, con la finalidad de reducir esfuerzos,
fiempo y recursos econdmicos.

Muestra es un subconjunto de la poblacién; el nime-
ro de elementos considerados debe ser representati-
vO y conservar las mismas caracteristicas, relacionan-
do los ejemplos citados en la poblacién tendremos
respectivamente:

* 120 empleados entre los departamentos de ventas, pro-
duccidn y planificacion.

e 25 Ldmparas de iluminacién entre los pisos 1, 3, 5 asi
como del lobby.

* 200 estudiantes entre el ciclo bdsico, bdsico superior y
bachillerato.

Las variables y sus tipos
Variables estadisticas: Son las propiedades o caracteristicas que se desea evaluar.

Variables cualitativas: Se miden mediante cualidades de tipo nominal u ordinal, no foman
valores numeéricos; usualmente respondemos a preguntas mediante palabras.

Variables cuantitativas: Son de cardcter exclusivamente numérico, pueden ser discretas o
continuas. Usualmente respondemos a preguntas o averiguaciones mediante un valor
numeérico.
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—C Variable estadistica )— ¢Que preguntamos?

¢Qué averiguamos?

Cualitativa Cuantitativa
Deporte preferido NUmero de hijos
* Respondemos: futbol, bdsquet * Respondemos: 1,2 6 3.
Grado de satisfaccion NUmero de horas utilizando internet
* Respondemos: Bueno, malo. e Respondemos; 2 6 3 al dia.

Las variables cualitafivas pueden ser nominales u ordinales; en la primera, los valores
No siguen una tendencia de orden determinado, por ejemplo tenemos: el estado civil
de una persona, el género de un individuo, lugar de nacimiento...

En cambio, en las variables cualitativas ordinales se asignan valores que siguen una
tendencia de orden, por ejemplo: Ninguna, algunas veces, muchas veces, siempre.

1.1. La recoleccion de datos y su interpretacion

El instrumento mds utilizado para recolectar informacidn sobre cierto tipo de estudio es la en-
cuesta; luego de realizada, se organiza en tablas, con la finalidad de realizar el tfratamiento
de la misma. Entre algunos conceptos infegrantes, que figuran en las tablas fenemos:

Frecuencia absoluta: Es el nUmero de veces en que se repite o aparece un valor, el total del
ndmero de veces, deberd coincidir con el tamano de la muestra.

Frecuencia relafiva: Es el cociente entre los valores de frecuencia absoluta y el tamano de la
muestra. Toma valores entre 0 y la unidad, debido a que son fracciones.

El valor tofal de todas las frecuencias relativas es 1.

De la frecuencia relativa se deriva su interpretaciéon porcentual, donde se halla el producto
entre |la frecuencia relativa por 100%.

4 >
1. En la situacion: Se realiza un estudio para 2. Clasifica las siguientes variables en cuali- | &,
determinar el grado de satisfaccion del ni- tativas o cuantitativas: Edad, ocupacion, s
vel educativo en el Colegio «ABC», que en- nacionalidad, remuneracién econdmica,
cuestd a 100 estudiantes de los cursos de hijos, signo zodiacal, comida preferida.

3. Escribe tres ejemplos de variables cuali-
Identifica la poblacién, muestra, variable y tativas nominales y ordinales.

fipo de variable.
4. Describe ftres ejemplos de variables

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

i bachillerato.
|
|
|
|
|

i |

|

1 cuantitativa., |

|

|
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1.2. Tabla de frecuencia para datos no agrupados

Los datos no agrupados son valores obtenidos y recolectados a través de una encues-

ta, en una cantidad pequena relativamente (n < 30), mismos que son analizados sin
tipo de preclasificacion.

Se realiza un estudio para determinar la edad de veinte estudiantes del décimo ano de EGB del
Colegio «ABC», y se obtuvo los siguientes datos;

14, 15,14, 14,13, 16, 16,15, 15,15, 15, 15, 14, 14, 14, 14, 15, 16, 16, y 14.

Determinemos la tabla de frecuencias considerando la variable mencionada.

1.

Se registran los valores ubicando el menor como primer dato, seguido del resto de valores
hasta el mayor, una sola vez, en forma vertical.

Se contabiliza el nUmero de datos registrados en los dafos estadisticos.
Observacion: El total de f, debe coincidir con el total de la muestra.

Se establece la frecuencia absoluta acumulada, sumando en forma transversal, conservan-
do el primer valor.

Observacion: El Ultimo valor de fai, coindice con total de la muestra.

Se establece la frecuencia relativa, mediante fracciones donde el numerador es la frecuen-
cia absoluta respectiva y el denominador, el fotal de la muestra (2 fi ).

Observacion: Establecemos el valor decimal utilizando dos decimales.

Se establece la frecuencia relativa porcentual, multiplicando los valores respectivos de la fre-
cuencia por 100%.

Se establece la frecuencia relativa acumulada, sumando en forma transversal, conservando
el primer valor.

Observacion: El Ultimo valor de far, coindice con el total de la unidad si se considera el
valor decimal o con el 100 % si se foma en cuenta los valores de frp.

xi fi fai fr frp(%) far simbologia de la tabla:
1
13 1 ——>1 |55=005 5 5 xi:  Dato estadistico
/ 8 fii  Frecuencia absoluta
14 8 9 207 0,40 40 45 fai: Frecuencia absoluta acumulada
/ 7 fr.  Frecuencia relatfiva
—=0,35
15 7 16 10 35 80 frp:  Frecuencia relativa  porcentual
/ 4 far: Frecuencia relativa acumulada
16 4 20 20 =0,20 20 100
Yfi = 20 Yi=1 Yfi=100%  mTabla ],

\



o
1)
Q
£
o
(88

1.3. Medidas de tendencia central para datos no agrupados

Son medidas estadisticas cuyo cdlculo muestra la relacién entre un valor determinado
y un conjunto de valores. Constituyen un punto central de referencia, en torno al cual
los demads valores le circundan. Asi tenemos: la media aritmética, mediana y moda.

1.4. Media aritmética

Es el pardmetro estadistico, mds utilizado en un sinnimero ¥
de estudios.

Sea un determinado ndmero de datfos estadisticos: a, a,
a, la media aritmética se obtiene sumando todos los
datos obtenidos y dividiendo para el nimero de datos. X

Debido al proceso descrito, se la conoce también como
promedio. M Fig. 2.

e e e e e —

José obtiene en sus evaluaciones quimestrales, en las diferentes asignaturas: 6,87 , 850 , 925 , 815 ,
9,00 , 645 y8.25. Determinar la media aritmética.
Solucion:
. 6,87 + 8,50 + 9,25 + 8,15 + 9,00 + 6,45 + 8,25 _ 56,47 ~ 8,07
7 7
José obtiene una media aritmética de 8,07 en sus evaluaciones.

Media aritmética ponderada _
Y TAMBIEN: |81 )

La frecuencia ponderada relaciona datos estadisticos

asi como su respectiva periodicidad; se determina me- )—(:E
diante el cociente entre la suma del producto de datos Zf;

y entre los datos y frecuencias y el total de la muestra Simbologia
considerada en el estudio. x;: Dato estadisitico

f: Frecuencia absoluta
—————————————————————————————————————————————————— - X.f: Total de la muestra
20 estudiantes obtienen en el primer parcial, las siguientes califica- \
ciones: 7,8,7,6,8,6,8,9,8,9,9,8,6,7,9,7,6,8,9y8.Calcule-
mos la media ponderada.

Xi fi xifi

6 4 24

7 4 x=—=Lii = =7,65
8 7 56 If 20

9 5 45

Sf=20 3xf=153 mTabla2

La media aritmética de los 20 estudiantes en el primer parcial es de

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
28 o xf 153 !
|
|
|
|
|
|
|
|
|
7.65. !
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1.5. Mediana (Me)

La mediana es el pardmetro estadistico que ocupa la posicidon central de los datfos es-
tadisticos, dividiendo la serie de datos en dos partes iguales.

Para obtener la mediana se debe ordenar los datos estadisticos de manera ascendente (de
Menor a MAayor); se presentan dos casos:

Caso 1: Cuando el nimero de datos es par, la mediana se obtiene calculando el promedio
de los valores centrales.

Hallemos la mediana, sean los valores: 8, 6,7,5,4,3,5,6,7,8,9,7,8,10,12,7,8,9,6 y 7.
Solucién: Se observan veinte valores, los ordenamos y utilizamos los valores centrales.
Ordenando: 3,4,5,5,6,6,6,6, 7,7,7,7, 7,8,8,8,8,9,9,10,12

Ejemplo 4

7+7 14

Entonces, la mediana se obtendrd: Me = ; Me = T ; Me=7

Caso 2: Cuando el niumero de datos es impar, la mediana se ubica en el valor central de los
datos estadisticos.

e e e e -

Determinemos la mediana entre: 25, 45, 35, 67, 34,56, 54,34 y 28
Solucién: Se observan nueve valores; los ordenamos e identificamos el valor central.,
Ordenando: 25, 28, 34, 34, 35, 45,54,56,67

Entonces la mediana es 35.

5. Las ventas registradas en ddlares, para los
meses del ano anterior fueron: 300, 250, 450,
230, 235, 125, 450, 750, 800, 230, 650, 1800. De-
termina la media aritmética y la mediana de
los datos registrados.

2,1,1,0,1,0,2,3,2,1,1,1,2,3,4,4,3,2, 1.
Determina la tabla de frecuencias, la media
aritmética, la media aritmética ponderada vy
la mediana de los datos registrados.

9. Una mdquina produce piezas que, tedrica-

5
Q
O
3

E
o
[o}
5
3
2
O

O

o)
o

[a N

. En determinado estudio, se observa el tiempo

que registra un deportista de alto rendimien-
to en sus entrenamientos: 3,20; 3,40; 3,52; 3,48;
3,67; 3,15; 3,96; 3,75 y Ultimo 3,45. Halla los valo-
res de la media aritmética y mediana para el
rendimiento del deportista.

Halla la moda, la media aritmética y la me-
diana de esta serie de datos.

9,75;9,50; 9,50; 9,25; 9,50; 9,75

Determina los diferentes pardmetros de dis-
persiéon (recorrido, desviacion media, varian-
za y desviacién tipica) de la serie.

8. Se realiza un estudio para determinar el acer-

camiento a la lectura de 21 estudiantes en un
colegio, se pregunta el nimero de libros leidos
en el Ultimo mes, los datos registrados son: 3,

mente, han de medir 50 mm. Seleccionada
una muestra de 39 piezas, se obtuvieron las
siguientes medidas, expresadas en milimetros.

49,49,50, 52,50, 50, 49,50, 52,51, 50,47, 50,
51,49,50,50,51,49,52,50,51,50,51,50,50,
51,50, 48,50, 53,50,52,49,50, 53,49, 48, 55

Calcula la moda, la media y la mediana de
esta muestra.

. Se desea llevar a cabo un estudio estadistico

de la edad de los visitantes de un museo. Para
ello, se considera una muestra representativa
y se obtienen estos resultados.

13,15,18, 22,21, 35, 38, 45, 20, 21, 19, 24, 28,
67,26,24,31, 23,25,27,25,16,17, 19, 20, 21

Determina la media aritmética y la mediana.

N m e e



1.6. Moda (Mo)

La moda es una medida estadistica que muestra el
dato estadistico que mds se repite en el estudio de
una variable, por ende, la moda se establece también
como el valor que fiene la mayor frecuencia absoluta.
Puede haber mds de una moda en el andlisis de datos.

Determinemos la moda entre los valores: 3,5, 6,7,6,9,7,8,10,9, 7, \

8,9,6y7.

Solucién: Tenemos quince valores, de los cuales se observa que: el
valor 7 se repite cuatro veces, a diferencia del valor 6, que se repite
3 veces; por ello, se concluye que la moda de los datos estudiados
es /. H

O
o
o]
£
©
(M

Determine la moda de: 5, 2, 3,3,4,2,3,2,5,2,3vy 4.

Solucién: Segun los datos, la
moda serd: 2 y 3. Por ende tene-
mos un estudio bimodal.

—_—— e e e ==

Se encuesta a 25 estudiantes sobre el deporte preferido, se propu-

\
|
cg sieron las opciones: futbol (F), voleibol (V), tenis (T), bdsquet (B). Las i
Wl respuestas fueron: |
= FV.TLTFFEBFBVTLLV.VERV.EV.TBTV.BYF |
i.%‘ Analizamos una variable cuantitativa, cuyos valores y frecuencia |
son respectivamente: |
|
; :
X i En el cuadro se observa que la |
Futbol (F) 8 mayor frecuencia absoluta es |
, ocho y corresponde a fatbol, !
7 |
Voleibol(v) por ende la moda del conjunto |
Tenis (T) 6 de datos es futbol. !
|
Bdsquet (B) 4 !
|
M Tabla 3. ]
77777777777777777777777777777777777777777777777777 - ‘
) >
11. Los valores de durabilidad de las pilas AAA, en 13. Segun los datos de la tabla: (2]

un determinado juguete son: 32, 33, 31, 32, 29,

|

|

i

i 30, 31, 32, 30, 32, 34, 33, 31, 32, 29, 33, 31, 32, X f

: 34, 29, 31, 30, 30, 32, 29, 32, 32, 32, 34, 30, 29, 8 23

! 30, 32,32, 31, 32, 31.

| 13 .

! Determina la media aritmética, la medianay 10 19 g

! moda. 3

[ ) 11 23 | Tabla 4. 5

| 12. Determina los valores de la media aritméti- 5

i ca, media aritmética ponderada, mediana y Determina la media aritmética ponderada, ™ g

! moda de: la mediana y moda de los datos registrados. | §

| | -
|

6,54,3,4,3,6,6,7,5,4,3,4,3,4,3,5, 6.




Y TAMBIEN: @ 1.7. Desviacién media para datos no agrupados (DM)

> ox o-x
DM= 1:1| i —I
n
Se denota como DM a la media aritmética de los vo-

Simbologia lores absolutos de la diferencia entre un valor determi-

) o . nado y la media aritmética del respectivo conjunto de
DM: Desviacion media o . o
X: Valor estadistico datos estadisticos. Relaciona las desviaciones de valo-
n: NUmero de datos res con respecto a la media aritmética.

e e — -

Los valores: 8,6,7,7,9,6,6,7,8y 9 constituyen la edad de un grupo de ninos que participan en
un curso vacacional. Determinemos la desviaciéon media.
Solucién:

o
o
Q
£
o
(M)

- 8+6+7+74+9+6+6+7+8+9 73
X = :—%7,30
10 10

\
|
|
|
|
i

Primero: Determinamos la media aritmética. |
|
|
|
|
|
|
i

Segundo: Calculamos la desviacion media (DM). !

|

M _18-7,30] +16-7,30] +7-7,30] + |7 - 7,30| +[9- 7,30| + |6 - 7,30| + |6 - 7,30] + |7 - 7,30| + |8 - 7,30] + |9-7,30|i

10 |
_10,70] +11,30] +0,30] +[0,30] + 1,70 + |1,30] + |1,30] +]0,30| + |0,70] + |1,70]
10

DM

9,60
; DM =0,96

distribucién dada por los siguientes valo-
res: 25, 28, 28, 29, 25, 25, 27, 28, 29, 25,
29,27,25,27,26y 28.

16. Determina los valores de la media arit-

a. ¢Cudntos valores constituyen la muestra?

o , e c. Determina |la mediana.
mética, media aritmética ponderada,

mediana, moda y desviacién media de: d. Determina la modoa.

\ 26, 25,24,27,28,2,26,27,26,25y 26. e. Determina la desviacion media.

S |

|

i 14.Sean los valores : 4,5, 6,7,8,5,6,5,8,4,5y8  17. Segln los datos de la tabla, determina >
i Determina: lo siguiente:

i a. La media aritmética X ;
| . i i
i b. La mediana 2 2
! ¢.Lamoda 3 7
i d. La desviacion media 5 8
i 15.Determina |la desviacién media de una 7 13
| 8 | 12 |mTablas.
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
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|
|
|
|
|
|
b. Determina la media aritmética. !
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|



1.8. La Varianza para datos no agrupados ( ¢?) Y TAMBIEN: @

Es una medida de dispersion, definida como la diferen- o= X o
cia enfre el cociente del cuadrado de cada uno de n

los datos estadisticos y el nUmero de datos menos el Simbologia:
cuadrado de la media aritmética. % Varianza

Xi: Valor estadistico
x: Media aritmética

Hallar la varianza entre los datos: 7,9,7,7,9,6,6,7,6y 8.

o |
|
g Solucion: [
o |
5 :
/=l Primero: Deferminamos la media aritmética. Segundo: Calculamos la varianza. :
i |
7+9+7+7+9+6+6+7+6+8 e AT TH I+ T O+
X = - = |
* 10 10 |
|
_ 72 49+81+49+49+81+36+36+49+ 36+ 64 !
X=— o’= -7,20?|
1 10 |
|
|
= _ 4530 !
x=17,20 2 -51,84 :
l
|
o0’= 453-51,84 !
l
o*= 401,16 l
i

4

18. Sean los valores : 14, 16, 18, 19, 16, 18, 18, 21. Segun los datos en las tablas, determina:
17,15,16,14 y 18.

20. Determina los valores de la media aritmé-
ticay la varianza de los siguientes datos: d. Determina la desviacion media.

e. Determina la varianza.
x|(0|1|l2|3|4|5|6]|7]8

1

|

|

|

| X | f X | f
i Determina: 13 3 2 4
|

| a. La varianza 14 4 3 5
|

| b. La media aritmética 16 6 > 7
! . 18 6 6 15
i c. La mediana 20 8 - 17
! d. La desviacion media. 22 15 8 18
|

| 19. Determina la varianza de los siguientes va- w Tabla 7 = Tabla 8

: lores: 25 28 28.29 25 25 27 28 29 25 29 a. ¢Cudntos valores constituyen la muestra?
| ) ) 7 ) ’ ) ) 7 ) ’ )

| 27,25,27,26y 28. b. Determina la media aritmética.
I

|

|

|

I

|

|

I

|

|

|

I
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|

|

|

|

|

|

|

|

|

:

c. Determina la mediana. I
|

|

|

|

|

|

i

| f1 12 1 8 7 6 5 3 3 2 112 :
|
I

S |



1.9. Desviacion tipica para datos no agrupados (o)

Conocida como desviacién estdndar, tiene amplia relo-
cion con la varianza, debido a que para obtener la des-

Y TAMBIEN: @ viacioén tipica se calcula la raiz cuadrada de la varianza.
Se denota o.
2
o= ZXi _ )—(2
“ Jll ciomplo 1 |
Simbologia: i

Hallemos la varianza entre los datos: 7,9,7,7,9,6,6,7,6y 8.
o: Desviacion tipica Solucion:
x;: Dto estadistico

x: Media aritmética

Primero: Determinamos la media aritmética.
69
. 12+13+ 14+ 16 + 14 _ ? ~ 138
5

Segundo: Calculamos la desviacion fipica o estandar.

122+ 132+ 147+ 162+ 142
o j + 132+ 142+ 167 + 13,87
5

02]144+169+196+256+196 190,44
5
1
o= i-190,44
5
o=V18
| 0=134 !
4
>

22. Sean los valores: 245, 250, 252, 253, 251, 25. Seguin los datos en las tablas, determina:
250, 250, 247,249 y 253.

. 1 1 1 1| 1 1
Determina: x|l === |35| =
. Ll 2 4 5 2|3 4
a. La varianza f17)8|8|7|5]2
b. La media aritmética B Tabla 10.
¢.La mediana x 534 634 597 603 599 605
d. La desviacion media. £ 23|32 |29 28|27 | 30
e. La desviacion fipica. M Tabla 11.
23. Halla la varianza y la desviacién tipica de X | 2 2729 29 26 24
los siguientes valores: 27, 28, 28, 29, 25, 25, f1 281715915
| Tabla 12.

|

|

|

|

|

i

26,27,29, 25,29, 26,24y 28. I
a. ¢Cudntos valores constituyen la muestra? |

24. Determina los valores de la desviacion ti- ) |
. , L b. Determina la media aritmética |
picay la varianza de los siguientes datos: !
|
|
|
|
|
|
|
|

c. Determina la desciaciéon estdndar

x |12 | 14 [ 16| 20 | 25 | 27 | 29 | 30

' f111/32,20,17|15| 9 | 8 |12
\ = Tabla 9. e. Determina |la varianza

S |
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d. Determina la desviacion media



Tabla de frecuencia para datos agrupados

Los datos agrupados al igual que los no agrupados son Y TAMBIEN: E

recolectados a fravés de una encuestq, la principal co- Los infervalos hallan plena

racteristica es que conforman grupos (intervalos), para aplicacion cuando los datos
estadisticos tienen una dife-

ello previamente se determina el valor del rango y pos- rencia considerable.

teriormente el nUmero de intervalos segun la disposi-
cién de datos.

Rango de datos

En un listado de datfos estadisticos, el rango se defermina me-
diante la diferencia entre el valor mayor (xmax) y el valor me-
nor (xmin).

RaNgo = Xmax - xmin
Ejiemplo: En los datos: 34, 37, 35, 33, 33, 38, 39, 38, 37, 39, 39,
38, determinar el valor del rango .

Solucién: 34,37, 35,33) 33, 38, 39, 38,37,39,39) 38.

Rango = xmax - xmin; Rango = 39 - 33; Rango = 6
Disposicion de intervalos

Los infervalos se conforman de acuerdo al valor obtenido en el rango, debido a que el nu-
mero gque se obtiene se dispone segun sus factores. En el ejemplo anterior, el rango resultd
6, sus respectivos factores son entre otros: 1, 2, 3, 6, donde seleccionamos dos ndmeros de
manera gque el primero represente el nimero de infervalos y el segundo, la manera de dispo-
nerse. Para el ejemplo de rango = 6, es posible conformar dos intervalos de tres o también
fres intervalos de dos.

Observacion: En el caso de que el rango resulte un ndmero primo, se procede a aumentar
una unidad a la cantidad mayor, y de igual forma, restar una unidad a la cantidad me-
nor, hasta lograr en la diferencia un ndmero divisible.

Ejemplo: En los datos : 59, 57, 68, 69, 86, 75, 89, 88, 87, 89, 90, 94, determinemos el valor del
rango y el nimero de intervalos a conformar en la tabla de frecuencias.

Rango = xmax - xmin; Rango = 94 - 57; Rango = 37
Aumentando y disminuyendo: Rango = Xmax - Xmin; Rango = 95 - 56; Rango = 39

Entonces, al observar los factores de 39, podemos concluir que es posible formar trece infer-
valos de fres o, en su defecto, tres intervalos de trece.

Prohibida su reproduccion



Marca de clase (x)

Es valor medio de cada clase y se obtiene mediante el
promedio del valor minimo del intervalo y el valor mayor
del intervalo.

e e i i e e Ry

En los datos: 12; 50; 13; 25; 18; 25; 17; 50; 21; 25; 22; 50; 23; 25; 25; 25; 28; 50; 27; 75; 28; 00; 29; 25; 30;
25; 32; 25; 34; 50; 35; 25; 37; 25; 37; 25; 38; 00; 27; 25; 28; 50; 26; 25; 32; 50; 35; 25; 36; 40; 34; 50; 35; 25;
38; 00; 39; 65; 40; 25; 42; 25; 30; 75; 25; 75; 25; 50; 26; 25; determinemos el valor del rango, el nimero de
infervalos y la marca de clase.

Solucion:

Rango = xmdax - xmin; Rango = 42,50 - 12,5; Rango = 30
Entonces se pueden formar los intervalos segudn las opciones:
¢ Cinco infervalos que comprendan seis unidades.

¢ Seis intervalos que comprendan cinco unidades.
e Diez intervalos que comprendan tres unidades.
e Tres infervalos que comprendan diez unidades.

Para el ejemplo, escogeremos cinco infervalos que comprendan
seis unidades, asi tendremos la siguiente tabla de frecuencias para

intervalos: Intervalos - f
Luego de determinar los intervalos, calculamos la marca de clase. [125-18,5] | 155
[18,5-24,5[ | 21,5
Realizamos el conteo de los 35 valores que se encuentren dentro del [24,5-30,5[ | 27,5 12
intervalo para determinar la frecuencia. [30,5-365[ | 33,5 8
Se verifica que el total de la frecuencia absoluta coincide con el [36,5-425[ | 395 8
ndmero de datos de la muestra. B Tabla 13. Yf=35
4

3 4

26. En los dafos: 12, 50, 38, 26, 55, 18, 27, 13, 25, 28. Al lanzar un dado cuarenta y dos veces, obte-
18, 25, 17, 50, 28, 50, 27, 75, 28, 29, 25, 67, 34, nemos los siguientes resultados.
30, 25, 32, 25, 34, 50, 35, 25, 37, 25, 37, 25, 28,
50, 26, 25, 32, 50, 35, 25, 36, 50, 55, 35, 37, 45,
54, 36, 34, 50, 35, 25, 38, 42, 25, 30, 25, 58, 25,
50, 26, 25; determina el valor del rango, el nU- Calcula el rango, el nimero de intervalos, rea-
mero de intervalos y la marca de clase. lizar la tabla y colocar la marca de clase.

27. Considera las estaturas de 28 alumnos expreso- 29, Las masas en gramos de treinta y fres piezas

producidas por una mdaquina son:
154 158 162 148 163 153 159 180 165 168 6,8; 6,5 6.9: 7.0 6,8; 6,7: 6.9; 6,4: 7.0; 7.1; 6.7:

156 148 162 157 153 158 147 165 166 175 6,6; 6,4; 6,7; 7,2; 6,8; 6,9; 6,9; 6,5; 7,0; 6,9; 6,7;

172 167 160 155 147 156 161 159 6,5;6,8;7.0;68;6,4;6,9;7,1;7,0; 6,6, 6,6; 6,8

Calcula el rango, el nimero de intervalos, reali- Caleula el rango, el numero de infervalos, rea-
zar la tabla y colocar la marca de clase. lizar la tabla y colocar la marca de clase.
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1.10. Medidas de tendencia central para datos agrupados

Los datos agrupados se caracterizan por aplicarse para
una cantidad de datos estadisticos mayor que 20, los
MIisSMOos que son agrupados en intervalos para analizar-
los de manera mds simple, resumiendo la informacion.
Al igual que en los dafos no agrupados, tfambién se dis-
pone de la media aritmética, mediana y moda, cuyos
cdlculos difieren de los datos no agrupados.

1.11. Media aritmética para datos agrupados

Es el pardmetro estadistico mds representativo de un determi-
nado grupo de datos. Se obtiene mediante el cociente entre
el producto de la marca de clase (xi) y la frecuencia absolu-
ta (fi); para el cdiculo se utiliza la siguiente expresion:

X f 436+ x f4xf, + x f Y xf

>

En una institucién educativa se realiza un estudio, en el cual se analiza las estaturas medidas
en centimetros de treinta estudiantes, los resulfados fueron: 167, 158, 167, 165, 167, 170, 158,
168, 167, 160, 159, 162, 154, 155, 158, 168, 157, 169, 166, 168, 173, 162, 165, 170, 159, 162, 158,
170, 150, 155. Considerando los datos, determinemos el valor de la media aritmética para datos
agrupados.

Solucion:

Determinamos el rango: Rango = xmax - xmin; Rango = 170 - 150; Rango = 20.

Pero se debe considerar que el valor 170 no debe incluirse como extremo superior de un inter-
valo entonces: aumentando y disminuyendo: Rango = 171 - 149; Rango = 22.

Se establecerian dos intervalos de once o también once de dos unidades, por conveniencia de
andlisis generamos otra clase de intervalos, entonces; Rango = 172 - 148; Rango = 24.
Establecemos los intervalos: Realizaremos cuatro intervalos de seis unidades.

Formamos la tabla de frecuencias para datos agrupados:

En el conteo tfenemos:

167,158,167,165,167,170,158,168,167,160,159,162 | ntervalos % f xf
,154,155,158,168,157,169,166,168,173,162,165,17 [1:8‘154[ 121 1 1551
0,159,162,158,170, 150,155 [154-160[ | 157 | 10 1570
[160-166] | 163 | 5 815
v xf _
! % W Tabla 14, XE=30 ¥xf=4902

El valor de x es de 163,40
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1.12. Mediana para datos agrupados (Me)

Se la conoce como clase de mediana, es una medida estadistica que al igual que en los
datos no agrupados, divide el conjunto de datos estadisticos en la mitad, generando un
punto medio de referencia, se calcula mediante:

Simbologia:
Me = mediana.
2 . faiant Lim,_, = limite inferior del intervalo de la mediana.

Me = Lim,  + f "@  h = nUmero de datos estadisticos.

fainf = frecuencia absoluta acumulada en el infer-
valo anterior al de la mediana.

a = amplitud del intervalo.

e e i i e e Ry

Los datos estadisticos que se obtuvieron en una encuesta fueron:
28 32 29 30 30 27 31 30 28 27

27 26 32 34 33 26 33 34 33 25

30 30 27 31 27 26 32 34 29 32

Determinemos el valor de la mediana para datos agrupados.

Solucion:

Determinamos el rango: Rango = xmax — xmin; Rango = 34 - 25; Rango =9

El valor 34 no puede incluirse como valor superior del intervalo entonces es necesario aumentar
y disminuir: Rango = 35 - 24; Rango = 11, resulta ser nimero primo enfonces aumentamos y dis-
minuimos: Rango = 36 - 23; Rango = 13, resulta ser nUmero primo nuevamente enfonces Rango
=37 -22; Rango = 15.

Establecemos los intervalos: Realizaremos tres intervalos de cinco unidades.

Formamos la tabla de frecuencias para datos agrupados:

En el conteo tenemos: Intervalos X, £ xf;

28 29 30 30 27 31 30 28 27 [22 -27] 24,5 4 4

27 26 26 25 [27 - 32[ 29,5 | 15 19

30 30 27 31 27 26 [32-37] 345 11 30

| Tabla 15. 2£=30
. n 30 ) . . . n o

Determinamos 2 = > = 15 y ubicamos los valores superior e inferior a 2 en fai; asi tenemos
3 4 < Bl < 19, ademds ubicamos el intervalo del valor superior: 27 — 32.
% _ % - faiant 15-4
é Me = Lim_ .+ i ; Me =27 + 15 5
5 11
£ Me=27+i—§ P Me =27+ - ;Mez% Donde Me = 30,67

/




1.13. Moda para datos agrupados (Mo)

Para datos agrupados, es el dato estadistico que mds
se repite en el estudio de cierta variable, se calcula

mediante:
Simbologia:
Mo = moda.
Af1 Lim_ = limite inferior del intervalo de la moda.
Mo = Lim,  + W "a Af, = diferencia entre la frecuencia absoluta del intervalo
1 2 modal menos la frecuencia absoluta del intervalo anterior.

Af2 = diferencia entre la frecuencia absoluta del inter-
valo modal menos la frecuencia absoluta del intervalo
consecutivo.

a= amplitud del intervalo.

La siguiente tabla de frecuencias resume en intervalos el nimero de artficulos vendidos durante
43 dias. Determinemos la moda para datos agrupados.

Solucién:
Intervalos X, f fai
[120 - 135] | 127,5 5 7 Frecuencia absoluta modal = 9
[135-150[ | 142,5 9 16 Frecuencia absoluta intervalo anterior =5
[150 - 165] | 157,5 3 28 Frecuencia absoluta intervalo siguiente =3
[165-180[ |172,5| 2 43 Y ademds a = 15.
Yf=19 Af,=9-5=4
m Tabla 16, Af,=9-3=6

Reemplazamos en la expresion:

Af 4
Mo =Lim_+-———-a ; Mo=135+-—:15 ;Mo=135+6 ;Mo =141
Af, + Af, 10
Por lo tanfo la moda es 141 articulos. )
4 >
30. Para la siguiente disposicion de datos: 31. Segun la tabla: !
<
12 28 23 32 36 48 50 55 57 26 Intervalos X f Q
48 50 55 57 48 12 28 23 48 12 [130-150[ | 140
15 28 29 32 32 28 23 55 12 28 [150-170[ | 160
[170 - 190[ 180 12 5
48 12 28 28 29 32 32 32 36 48 (190 -210[ | 200 2 Z
Determina el valor del rango, el nimero de >f = g
infervalos y la marca de clase, la media H Tabla 17. ! 8
aritmética, mediana y moda para datos Determina los valores de la media aritmética, | §
\ agrupados. mediana y moda para datos agrupados. E
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Para trabajar con experimen-
fos compuestos, es Ufil repre-
sentar el espacio muestral en
un diagrama de darbol o ayu-
darse con una tabla de doble
enfrada o de confingencia.
Por ejemplo, en el experimen-
to dellanzamiento de fres mo-
nedas, el espacio muestral se
podria plantear mediante un
diagrama de arbol:

Espacio muestral

—|(C,C,C)

< —|[(C,C,+)

< —|(C,+,C)
< —|[(C,+,+)
—|[(+,C,C)

< — —|+,c0
—|[(+,+,0)

< — | (+,+,+)

Y si estudiamos los efectos de
un medicamento en distintos
grupos de personas, planteo-
riamos una tabla de contin-
gencia:

Hombres Mujeres
Efecto 34 56
correcto
!EfecTo 17 o8
incorrecto
No hace 75 23
efecto

M Tabla 18.

Un experimento es determi-
nista si, al realizarlo, sabemos
el resultado que va a dar.

Tipos de sucesos

EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Existen multiplos experimentos en que, por muchas veces que
se repitan, no se puede saber de anfemano su resulfado. Son
los experimentos aleatorios.

Un experimento es aleatorio si no podemos predecir su
resultado, a pesar de conocer las condiciones en las
que se realiza.

Asi, el experimento lanzar un dado sobre una mesa es alea-
torio, pues no es posible predecir el resultado que vamos a
obtener.

2.1. Espacio muestral

Para estudiar un experimento aleatorio, es importante cono-
cer el conjunto de resultados posibles que pueden darse.

El espacio muestral de un experimento aleatorio es el
conjunto de los posibles resultados que pueden darse,
y se representa por la letra W,

En el experimento lanzar un dado y anotar la puntuaciéon que
sale, el espacio muestral lo forman las distintas puntuaciones
que pueden darse, es decir. Q ={1,2, 3,4, 5, 6}.

Si un experimento consiste en la realizacién de varios expe-
rimentos, se llamard experimento compuesto; por ejemplo,
lanzar dos veces un dado.

Sucesos

Si en lugar de considerar todo el espacio muestral, nos que-
damos con un subconjunto de él, estaremos hablando de
SUCESsOs.

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral.

Se pueden distinguir los siguientes tipos de sucesos:

Suceso elemental: suceso formado por un Unico elemento del espacio muestral.

Suceso compuesto: suceso formado por dos o mds elementos del espacio muestral.

Suceso seguro: suceso que se verifica siempre. Es el suceso formado por todos los elemen-

tos del espacio muestral.

Suceso imposible: suceso que no se verifica nunca.

Sucesos incompatibles: dos sucesos son incompatibles si no tienen elementos en comun.



Ejemplo 16

Unién
Se llama unién de los su-
cesos Ay B (AU B) al su-
ceso formado por todos
los resultados que estdn
enAoenB.

2.2. Operaciones con sucesos

Interseccién

Se llama interseccién de
los sucesos Ay B (AN B)
al suceso cuyos elemen-
tos pertenecen a ambos
sucesos alavez, es decir,
que estdn en Ay en B.

Complementario

Se llama complementa-
rio de A(A =A") al suce-
SO cuyos elementos son
resulfado del experimen-
to, pero no pertenecen
al suceso A.

Diferencia

Se llama diferencia entre
Ay B (A - B) al suceso
cuyos elementos perte-
necen a A, pero no a B.

| Tabla 19.
Propiedades de las operaciones con sucesos
De las operaciones con sucesos se derivan las siguientes
propiedades:
Conmutativa AUB=BUA ANB=BnNA
Asociafiva (AuB)UC=AU(BUC) (ANnB)NnC=An(BNC)
Distributiva AUuBNCO=(AUBNAUC  AnBUCO=(ANB)U(ANCQC)
Elemento neutro Aup=A ANnQ=A
Complementacién AUA=Q AUA=Q
Leyes de morgan (AUB)=ANB (ANB)=AUB
M Tabla 20.

e e e e e — —  — — — —  — — — — —— — — ——— ———————

Lanzamos un dado y consideramos los sucesos: A, sacar par; B, sa-
car un impar distinto de 5; C, sacar un nimero mayor que 2. a. Expre-
semos los siguientes sucesos: B,AU B, AN C, B - C. b) Comprobemos
que se cumplen las siguientes identidadess: ANB=AUByBUC =
BncC.

Comprensiéon: Primero identificamos el espacio muestral y los distintos

Demuestra las leyes de Mor-
gan mediante la represento-
cién grafica de conjuntos.

sucesos. Después, resolvemos, paso a paso lo que pide el ejercicio.
Resolucion: 0 ={1,2,3,4,5,6},A={2,4,6},B={1,3},C={3,4,5, 6}
a.B={2,456,AUB={1,2,3,46},AnC={46},B-C={1}

b. Veamos que se cumple ANB=AUB:

Como A={1,3,5}yB={2,4,5,6}, enfonces A n B = {5}.

Por otro lado, como AUB ={1, 2, 3,4, 6}y AUB= {5}. luego son

|

: Ademds de las propiedades
1 descritas en la tabla, existen
:o’rros denominadas idempo-
1 fente, simplificativa e involu-
)
1
|
I
1
1

iguales. " ) =

= = — , cion. Busca informaciéon acer-
Para ver que se cumple B U C = B N C, procedemos de la misma .
‘ ca de estas propiedades vy
orma:

_ _ _ completa la tabla con ella.
ComoB=1{2,45,6}yC={1,2}, fenemosque BUC=1{1,2,4,5,6}.

YBNC={3},luego BN C=1{1,2, 4,56}, por lo que se cumple la
igualdad. /

__________________

S

Al ser los sucesos subconjuntos del espacio muestral, podremos efectuar con ellos las ope-
raciones propias de los conjuntos.

a
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Y TAMBIEN:

Una aplicacién muy comudn
de los factoriales y de las
técnicas de conteo es la
que sirve para desarrollar el
binomio de Newton:

(a+b)"

Por definicién el factorial de
cero siempre es igual a uno.

ol=1

N
o
Q
£
o
(M

Ejemplo 18

2.3 Probabilidad

Introduccién: Técnicas de Conteo

S

Si en un restaurante, ofertan un mend que consta de: sopaq, plato
fuerte y postre; con fres variedades de sopa a escoger, cinco de
platos fuertes y dos variedades de postre, las posibles formas en que
una persona puede escoger un menu es:

Primera opcién: sopal, P. fuerte 1, postre 1

Segunda opcién: sopal, P. fuerte 1, postre 2

Tercera opcién: sopal, P. fuerte 2, postre 1

... asf sucesivamente. Ahora calculemos las opciones:

3 variedades de sopa x por 5 variedades de platfo fuerte x 2 varieda-
des de postre = 3 x 5 x 2 = 30 opciones de menu

Principio fundamental

Siun suceso puede ocurrir de n, formas distinfas v si después
de ocurrir este suceso, ocurre otro de n, formas, entonces
ocurren ambos un ndmero n-n,

En el ejemplo 17:n, =3, n,=5;n,=2
n -n,-n,=3x5x2=30opciones

A este principio se le conoce también como principio de
multiplicacion.

Factorial de n

Un factorial de n, se expresa como nl y esta definido de la
siguiente manera:

nl=n-(n-1)-(n-2)..1

Calcular el siguente factorial:
N=7-(7-1)-(7-2)-(7-3)..1
=7-6:-5-4-3-2-1
= 5040



>
o
o
£
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L

Ejemplo 20

Permutaciones

—_—— e e e e ==

Las permutaciones que se pueden hacer con las letras X, y, z, toma-
dos de dos en dos son:

Xy; VX; VZ; Zy; XZ; ZX
Como podemos observar obtuvimos seis formas
Se usala notacion P, = 6, para indicar las permutaciones de 3 obje-
tos tomados de dos en dos.

B—

Las calculadoras cientificas
disponen de una funcién
para determinar las permuta-
ciones de la siguiente forma
segun el ejemplo 19:

Definicién de permutacion

presionamos el 3, a continua-
cién shift luego la tecla (%),
despues el nimero dos y fina-
lizamos presinando la tecla
igual, entonces saldrd:

P.=6

De manera general, una eleccién ordenada de r objetos de
entfre n objetfos, es una permutacion.

Se denota por nPr y se define asi:

P=n(n-1)-(n-2)..(n-r+1)= n!

(n-1)!
Este algoritmo puede variar
segun la calculadora cientifi-

P,=33-1)(3-2)..(3-2+1) Soauetenees /
=32)(M @D =6

Calculando la permutacién de otra manera:
p_ 3 _ 3 _ 3-2-1
3727 (3-2)! 1! 1

En el caso del ejemplo 19:

=6

Combinaciones
Las combinaciones que se pueden hacer con las letras x, y, z, ftoma-
dos de dos en dos son:

\

VX; YZ; XZ

Como podemos observar obtuvimos fres formas

Nota: xy es la misma combinacion que yx, pero xy no es la misma
permutacién que yx

Se usa la notacion ,C, = 3, para indicar las combinaciones de 3 ob-
jetos tomados de dos en dos.

Definicion de combinacién

De manera general, una seleccion de r objetos de entre n objetos (sin importar el orden de
. . . . n
los objetos formados), es una combinacion, denotada por C, ofra notacion es (r >

y se define asf: (n> __n
r r'(n-r)!
en el caso del ejemplo 19:
(3>— 3321 5 3tomoas
2) 7 203-2)!  2-1-1 2
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Definicion de probabilidad

Para estudiar los sucesos en un experimento aleatorio y saber
cudles pueden darse mds frecuentemente, ufilizamos una
medida denominada probabilidad.

———————————

En el siguiente enlace, encon-
trards una simulacién de la ley
de los grandes ndmeros apli-
cada a un dado:

Visita:

Definicion experimental: ley de los grandes nimeros

Si realizamos el experimento consistente en extraer una bola

. : de una urna donde hay 7 bolas azules y 3 blancas, ¢qué po-
hitei//goo.gl/S5XOHH 1 sibilidades hay de que la bola sea azul?

(Qué conclusiones puedes
sacar de la observacion de di-
cho experimento?

Un modo de dar respuesta a esta pregunta es llevar a cabo
muchas veces este experimento. Asi, podemos efectuar va-
rias series de n realizaciones de él, y en cada una de ellas:

___________________

* Anofamos el niUmero de veces que se han verificado los sucesos A azul y B blanca. Estos
resultados n_y n, se llaman frecuencias absolutas de Ay B.

¢ Calculamos la frecuencia relafiva de Ay B, f v f , es decir, el cociente entre las frecuen-
cias absolutas y el nUmero de realizaciones del experimento.

Observa un ejemplo de los resultados que podriamos haber obtenido al efectuar ocho series,
donde en cada una se realizan cincuenta veces el experimento:

Realizaciones del experimento

SlesEe 50 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400
o n | 32 72 93 131 | 160 | 201 | 242 | 278
“H f | 0640 | 0,720 | 0,620 | 0,655 | 0,662 | 0,688 | 0,692 | 0,695
n |18 28 57 69 90 99 108 | 122
Blanco
£ | 036 | 028 | 0380 | 0354 | 0338 | 0312 | 0,309 | 0,305
W Tabla 21.

Si observas las frecuencias relativas, estas tienden a situar- ;|

. . f
se en torno a un cierfo valor a medida que va aumentan- o7+ /\/.__.___.___,__.
06T

do el niUmero de realizaciones del experimento.

Esta propiedad se observa, de forma mds evidente, si re- o4+ \/\N_._._‘
presentamos grdficamente las frecuencias relativas de  *°]
cada suceso en funcidn del nimero de extracciones.

01+

0 ;O 160 15‘0 2(;0 2‘50 3(;0 3‘50 40‘0 X
M Fig. 3.
Esta propiedad permite dar una definiciéon experimental de la probabilidad de un suceso:

Dado un suceso A asociado a un experimento aleatorio, llamamos probabilidad de A,
P(A), al numero al que tiende a estabilizarse la frecuencia de A, al aumentar el nimero
de realizaciones del experimento.

Prohibida su reproduccion

Esta definicidon de probabilidad basada en un nimero n muy grande de experimentos es la
denominada ley de los grandes ndmeros.



Cdlculo de probabilidades: regla de Laplace

En cualquier experimento aleatorio en el que los sucesos ele-
mentales son equiprobables, podemos aplicar la llamada re-

gla de Laplace:

La probabilidad del suceso A se obfiene dividiendo el
numero de resultados que forman el suceso A entre el
numero de resultados posibles:

Casos favorables a A

P(A) =
Casos posibles

—_—— e e e e ==

Si cogemos al azar una ficha de domind, calculemos la probabili-
dad de estos sucesos:

a. Que la ficha sea un doble.

b. Que los puntos de la ficha sumen 10.

Comprensién: En amlbos casos, se frata de un experimento equipro-
bable y deberemos determinar el nimero de casos favorables fren-
te a los casos posibles.

Resolucién: a. Numero de casos favorables: 7 (0, 0), (1, 1), (2, 2), (3,
3),(4,4),(5,5), (6,6).
NUmero de casos posibles: 28 fichas de domind.
7 1
Luego: P(A) = E = T =0,25
b. NUmero de casos favorables: 3 (4, 6), (5, 5), (6, 4).
NUmero de casos posibles: 28 fichas de domind.

2
Luego: P(A) = E = ﬁ

e e e

Una bolsa contiene tres bolas rojas y dos azules. Extraemos sucesiva-
mente y con reposicidon dos bolas, y observamos el color. ¢Cudl es
la probabilidad del suceso S: «obtener una bola roja y una bola azul
sin que importe el orden»?

Comprensiéon: Se trata de un experimento compuesto, por lo que
nos ayudaremos de un diagrama en drbol. En cada rama, indicare-
mos la probabilidad del suceso correspondiente calculado a partir
de la regla de Laplace.

Resoluciéon: Denominamos a los sucesos R: «sacar bola rojan» y A: «sa-
car bola azul». En la primera extraccion, hay dos casos favorables a
Ry tres favorables a A, frente a los cinco casos totales. En la segunda
extraccion, las probabilidades son las mismas, pues las extracciones
son con reposicion. Ahora ya podemos dibujar el diagrama y senfa-
laremos los caminos favorables al suceso S.

La probabilidad de cada camino es el producto de probabilidades:

3 2 6 2 3 6
PURAD =5~ 5 =35 PUARD =55 =5
Si sumamos las probabilidades de cada camino, obtenemos la pro-

babilidad del suceso S:
6 6 _12

Y TwBEN: 121

Al representar experimentos
compuestos mediante dio-
gramas en arbol, cada rama
tendrd asignada una proba-
bilidad.

Asi, para calcular la proba-
bilidad de un suceso com-
puesto, deberemos tener en
cuenta los siguientes aspec-
tos:

1. La probabilidad de un co-
mino es igual al producto de
las probabilidades de las ra-
mas de este camino.

2. La probabilidad de un
suceso es la suma de cada
uno de los caminos que con-
ducen a la verificacion

de este suceso.

m Fig. 4.
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2.4. Probabilidad condicionada

Disponer de informacién previa sobre un suceso hace que varie su probabilidad.

Asi, si gueremos calcular la probabilidad de un suceso A pero condicionado a otro suceso B,

deberemos calcular la probabilidad de A condicionada a B.

Dados dos sucesos Ay B tales que P (B) # 0, se llama probabilidad de A condicionada

a B a P (A /B) al cociente:

P(A/B) =

P(A N B)

P(B) ,siendo P(B) = 0

De la relacion anterior, se deduce una expresion que resulta muy Util en el cdlculo de probabi-
lidades en experimentos compuestos:

En el siguiente enlace podrds
ver, paso a paso, un ejemplo
de un problema de probabili-
dad condicionada:

Visita:

http://goo.gl/5veCle

___________________

Y TwBEN: 121

Pierre Simon Laplace (1740 -
1827)

fue un matemdtico francés
que formalizé la teoria de
probabilidades en su libro
Teoria analitica de las pro-
babilidades. Su increible ca-
pacidad intelectual le hizo
sobresalir en campos tan dis-
pares como la astronomia, la
mecdnica celeste, la geode-
sia, la teoria de la probabili-
dad, el cdiculo y las ecuacio-
nes diferenciales.

e

Ejemplo 24

~

P(ANB) =P(B)-P(A/B)

Lanzamos un dado y nos dicen que la punfuacion ha sido un nu-
mero par. ¢Cudl es la probabilidad de que el resultado haya sido el
ndmero 2?

Comprensioén: Al fratarse de un experimento condicionado, debere-
mos calcular P(A/B), siendo A el suceso «obtener un 2» y B el suceso
«obtener un nimero par». Para ello, antes tendremos que aplicar la
regla de Laplace para determinar P(AN B) y P (B).

. 1
Resolucion: El suceso A N B = {2} por lo tanto, P(A N B) ZE .

El suceso B es B = {2, 4, 6}, P(B) = % L

2
1
P(ANB 6 2 1
I_Uego: P(A)Z % :T:?:?
2

Comprobacién: En este caso, podriamos haber calculado la proba-
bilidad mentalmente, pues de los tres resultados favorables (nGmero
par) habia un Unico resultado posible, el dos.

Tenemos una urna con cinco bolas rojas y tres bolas negras. Extrae-
mos dos bolas sin reemplazamiento. ¢Cudl es la probabilidad de
que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra?

Comprensién: Consideramos los sucesos R, «la primera bola extrai-
da es roja» y N.: «la segunda bola extraida es negrar. Nos preguntan
P(R, N N,). que calculamos mediante P(R, N N,) =P(R)) - P(N, /R)).

B 5 3
Resolucion:P(R)) = 3 la P(N,/R) = 7 pues al sacar una bola
roja disponemos de una bola menos de este color, pero del mismo

nUmero de bolas negras.

La probabilidad de que la primera bola estraida sea roja y la segun-

15
da negra es —.
56



2.5. Teorema de Bayes
En ocasiones, nos inferesa calcular la probabilidad de las Y TAMBIEN: @

causas de un suceso compuesto, una vez que este ya se ha
producido. Para calcular este tipo de probabilidades, se utili-
za el teorema de Bayes:

Sean A, A,.... A_un sisfema completo de sucesos y B
un suceso cualquiera para el que se conoce P (B / A),
conj=1,2,..n entonces la probabilidad del suceso
A, condicionada por B es:

P(A)-P(B/A)
P(A,)-P (B/A,)) +P(A) - P (B/A,) +..P(A)-P(B/A)

https://goo.gl/C47ved

Thomas Bayes (1702-1761), re-
verendo presbiteriano y alum-
no de Abraham de Moivre;-
fue el primero en interesarse
por las probabilidades de las
causas de un suceso obser-
************************************************** ~ vado o probabilidad inversa.
Tenemos una urna con 7 bolas azules, 5 rojas y 3 negras, y extraemos | Su teoria se sigue estudian-

dos bolas sin reemplazamiento. Si la segunda bola exfraida resultd do en campos tan dispares

ser roja, ¢cudl es la probabilidad de que la primera fuera negra? como busguedas de Internet
o desarrollos diagndsticos en
medicina.

P(A/B) =

Volvamos al ejemplo anterior.

Comprensidon: Teniamos el siguiente planteamiento:

https://goo.gl/zJQ%Eo

A «La primera bola es azul»
R, «La primera bola es roja»
N,: «La primera bola es negra»

A, «La segunda bola es azul»
R,: «La segunda bola es rojan»
N, «La segunda bola es negra»

Y TwBEN: 121

P (B/Aj) son probabilidades
a priori, es decir, anfes de rea-
lizar el experimento.

P (Ai/B) son probabilidades
a posteriori, 0 seq, después
de realizar el experimento.

W Fig. 5.

Ahora queremos calcular la probabilidad de que la primera bola
sea negra, sabiendo que la segunda bola extraida ha sido roja; es
decir, deberemos aplicar el teorema de Bayes.

En la siguiente pdgina web
encontrards una demostra-
cién del feorema de Bayes, a
partir de la férmula de la pro-

Resolucion:
Aplicamos la férmula definida por el teorema de Bayes:

P(N,) -P(R/N,))

I |
1 |
| |
| 1
| |
| |
| |
P(N,/R,) = ' o L :
P(A)-P(R,/A)+P(R)-P(R,/R)+..P(N)P(R,/N) | babilidad condicionada: :
Calculamos las probabilidades de cada uno de los sucesos: : Visita: :
7 6 1 _3 _ 1 | http://goo.gl/XPTwaS '
PA)=71z PRY=-p =5 PN)=7¢ =7 : |
| 1
5 4 - ' Demuestra, a partir de la fér- !
P(R,/A) =— P(R /R) = —- P(R,/N) =— Lap -
(Ry/A) 14 (R:/R) 14 14 . mula de la probabilidad con- 2
) o 3 . : dicionada, que la férmula : 7§
Si sustituimos en la formula: 1 utilizada en el ejemplo es la o
7 5 % | correcta. : 2
15 14 _ 1t _ 3 . ! 3
R SO U RS RO T U
15 14 3 7 5 14 3
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Problemas resueltos ©

1. Los datos estadisticos que describen la edad de 54 participantes de un curso de inglés son:

5 personas de 32 4 personas de 25 1 personas de 40 4 personas de 20 2 personas de 12
3 personas de 29 6 personas de 15 3 personas de 34 5 personas de 16 3 personas de 19
5 personas de 31 2 personas de 23 4 personas de 17 3 personas de 27 2 personas de 18
Determina.

a. La distribucién de datos segun la informacion.
b. la media aritmética.

c. La mediana. M

a. La distribucién de datos seguin la informacion:
32 32 32 32 32252525 25 20202020 29 29 29 34
34 34 1919 1931 31313131312323 2727271818

b. Media aritmética:

Rango = xmax - xmin; Rango =40 - 12 ; Rango = 28

Debemos recordar que el valor 40 no se debe incluir en el extremo superior del infervalo, por lo que
es necesario: aumentar y disminuir; asi tenemos:

R=41-11; Rango = 29 (resulta ndmero primo).

Una vez mds, aumentamos y disminuimos: R =42 - 12; Rango = 30.

Establecemos los infervalos: Realizaremos cinco intervalos de seis unidades.

Intervalos X, f fai

[12-18] 15 17 17

[18 - 24 21 11 28

[24 - 30[ 27 10 38

[30 - 36[ 33 14 52

[36 - 42[ 39 2 54

M Tabla 22. Yfi=54 Xfai=1296
c. La mediana:

Determinamos r21_ = %} = 27 . ubicamos 28 <;— <38 y ubicamos el intervalo del valor supe- .
rior: 24 - 30. D
- - fainf 27-28 Q
Me = Lim, .+ A -a; Me=28+ T-6; Me = 28 - 0,6. 3
' E

Donde Me = 27,4



Prohibida su reproduccion

Ejercicios

D Datos no agrupados

Sean las siguientes situaciones, escribe dos va-
riables cualitativas y dos cuantitativas que se po-
dria investigar para las situaciones:

a. en tu colegio

b. en un supermercado

C. en un gimnasio

d. en una empresa

. Se redliza un estudio para determinar el nime-
ro de horas que utilizan Internet; le preguntan a
José, Juan, Marian, Andreaq, Luis, Alejandro, Silvia,
Paulina, Jhon y Carlos, estudiantes del décimo
afo de EGB. ¢Cudntas horas al dia usted utiliza
el servicio de Internet?

Identifica la poblacién, muestra, variable y tipo
de variable.

. Clasifica las siguientes variables en cualitativas o
cuantitativas: edad, ocupacion, profesion, hijos,
estatura, nimero de hermanos, deporte preferi-
do, postre preferido.

. Describe dos ejemplos de variables cuantitativas
discretas y continuas.

Los siguientes valores pertenecen a una encues-
fa realizada para conocer el nimero de veces
que un estudiante de ler ano de bachillerato
revisa su celular en un dia.

23 24 26 2724 23 26 24 26 27
23 25 28 2626 24 27 23 23 27
28 27 26 2727 23 23 25 26 25
25 26 25 2625 27 27 24 23 27

Determina:

a. Identifica la variable

b. Determina si es cualitativa o cuantitativa.
c. ldentifica si es discreta o continua.

d. La tabla de frecuencias

En el gjercicio anterior, calcula:

a. La media aritmética

b. La media aritmética ponderada
c. La mediana

d. La moda

e. La desviacion media

7. El deparfamento de investigacion de un centro

educativo realiza una encuesta que determina la
edad de los nifos en la seccidn bdsica; los resulta-
dos fueron: 5,5,7,8,6,5,6,6,7,7,6,7,8,9,10, 8,9,
7,6,57,938,7,7,55,6,7,7,9,10,8,9,9, 6.

Con la informacién, determina:

a. El porcentaje de ninos mayores de 5 anos.
b. La mediana

¢. Lamoda

d. La media aritmética ponderada

8. Se registran los siguientes datos cuando se pre-

tende medir el valor en ddlares de un cuaderno
de caracteristicas estdndar, teniendo:

4 valores de 1,25; 5 valores de 1,50; 8 valores

de 1,30; 4 valores de 1,40; 6 valores de 1,35; 5

valores de 1,45; 3 valores de 1,33.

a. Responde ;Cudl es el fotal de la muestra?

. Responde Tipo de variable

c. Responde ;Qué valor registra el mayor por-
centaje?

d. Responde ;Cudl es el valor de la media arit-
mética ponderada?

e. Determina la mediana y moda.

f. Calcula la desviacidon media, varianza y des-
viaciéon esténdar de la distribucion.

9. En un campeonato de futbol, se lleva un registro

de los goleadores del campeonato, asi: Juan
fiene 24 goles, Armando 32, Esteban 28, Pedro,
Daniel y Jorge 29. En el Ultimo cotejo, Juan consi-
gue anotar 4 goles. Determina la media aritméti-
cq, la varianza y la desviaciéon estandar.

10. A partir de los siguientes resultados de dos clases

de 12 de bachillerato en un examen de estadis-
fica, determina la clase con mejor rendimiento y
la mds uniforme.

32 A

Notas 112 6/7/8/9 10

NeEstudiontes 2 |1 /4 57 /6 2111
M Tabla 23.

32B

Notas 1123 4/ 5/,6/7 8,910

Ne Estudiontes | 4 | 313 /1/4 53|22/ 3
M Tabla 24.



11.

. Determina

Se quiere determinar el aumento de peso duran-
te el mes de enero de los leones del zooldgico, y
se registra los datos en kilogramos:

0,25; 0,56; 0,67; 0,87; 0,67; 0,70; 0,68; 0,70; 0,65;
0,67; 0,80; 0,90; 0,88; 0,78. Determina la media
aritmética, la media aritmética ponderada, la
medianag, la moda y la varianza.

los valores de la media aritmética,
media aritmética ponderada, mediana, moda
desviacion media, desviacion estdndar y varian-
za para: 26, 25, 25,27, 28,27,27, 26,25, 28, 28, 26,
25, 24,28, 28, 25, 26,27, 26,25y 26.

Responde: En el caso de eliminarse los nimeros
mayores, en qué porcentaje varian fodas las
medidas estadisticas?

. En 12 de bachillerato se registran segun los para-

lelos A, By C, las tablas que registran la nota final
quimestral en la asignatura de Matemdtica, asi
tfenemos:

X; f X, f X; f
5,78 4 6,10 6 6,00 4
7,25 11 7,15 13 7,38 11
8,35 8 8,05 4 8,00 8
9,25 3 9,38 4 8,65 5
9,56 5 9,08 3 9,25 2

M Tabla 25. H Tabla 26. B Tabla 27.

a. Responde ;Qué porcentaje registra resulta-
dos superiores a siete en todos los cursos?

b. Responde ;Qué curso resulto con la mejor
media aritmética?

. Calcula la desviacion media de los datos de la

tabla, correspondientes al nimero de huevos di-
rarios que ponen las veinte gallinas de un corral
durante un mes.

Cantidad
diaria de 1112 13 /14 /15|16 |17 18
huevos (x.)
Nedias(n) 3 |4 6|7 4|3 2|1

M Tabla 28.

Calcula la varianza y la desviacion fipica de
la distribucion.

. Calcula el recorrido, la desviaciéon media, la va-

rianza y la desviacién tipica de la siguiente serie
de datos: 3,2,3,5,8,3,2,12,8,4,2,10, 11.

16.

20.

Determina el recorrido, desviacién media, la varian-
za, la desviacion fipica de los siguientes datfos.

(x) 1.3 /5]719
(n) 25/30/35|20 15
M Tabla 29.

. Calcula la media, mediana, moda, desviacion me-

dia, varianza y desviacion fipica de estas dos series
de datos:

Serie: 21, 21, 34, 34, 34, 45, 55, 55, 55
Serie: 21, 21, 34, 34, 34, 45, 55, 55, 55, 55

. Calcula la moda, la media aritmética y la medio-

na de la siguiente distribucion de datos, correspon-
dientfe al nimero de hijos de varias familias encues-
fados: 2,3,1,0,2,1,2,3,0,2,1.4,0,2,2,1,3,1,1,3,2,
0,1,21,02,1,1,2.

Elabora la tabla

. Calcula la moda, la media aritmética y la media-

na de la siguiente distribucién de datos, correspon-
dientfe al nimero de hijos de varias familias encues-
tados: 2,3,1,0,2,1,2,3,0,2,1.4,0,2,2,1,3,1,1,3, 2,
0,1,2,1,0,2,1,1,2.

Elabora la tabla

Calcula la moda, la media aritmética y la me-
diana, el recorrido, la desviacién media, la va-
rianzay la desviacién tipica de los datfos de esta
tabla, correspondientes al nimero de llamadas
telefénicas que cada abonado de una locali-
dad recibe diariamente.

x) 0 123 4|5 6 7|8
(n) | 82| 125323 | 624 | 682 | 448 | 270 |92 |47 | 7

21.

| Tabla 30.
¢QuUEé puedes decir sobre la dispersion de los datos?
Determina la moda, la mediana, la media aritméti-
caq, el recorrido, la desviacidon media, la varianza y
la desviacion fipica de cada una de estas distribu-

yciones de datos, previa confeccidn de las tablas
adecuadas.

a.

x) 12 3 4|5 6 7|8
(m) 12 | 15| 9 | 18 | 17 | 15 [11| 6

M Tabla 31.
b.

(x) 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24|25

(m) 3 12 | 54 | 66 | 57 | 55 |18 11
M Tabla 32.

9



D Dat d 27. Los siguientes valores pertenecen a una encuesta
daros agrupados realizada para conocer el nimero de consultas
de medicina general en una casa de salud.

22 32 24 26 2724 23 26 24 26
23 35 31 2626 24 37 24 28 27
23 21 22 2724 23 22 24 26 27 28 37 26 2727 23 32 29 26 25

25 36 35 3325 27 27 28 23 36
23 24 28 2626 24 27 28 28 27 23 32 29 26 25 37 26 2727 23

28 27 26 27 27 24 22 39 26 25 Elabora una tabla de frecuencias para datos

25 26 25 2625 29 27 24 36 27 agrupados y calgula el ror?go, el numero de in-
tervalos para analizar la variable, ademas de los

22. Determina el rango y el nimero de intervalos de
los siguientes valores:

23. Con los datfos del ejercicio anterior, aumenta 10s valores de: media arifmética, mediana moda.
valores 25, 28, 35, 32 y 22, luego vuelve a defer- 28.En el ejercicio anterior, si se atendié diez dias
nr?mar el rango, numero de infervalos y marca de mds, y se registra:
clase.

36, 35, 33, 15,37, 22, 29, 23, 36, 32. Determina los

24. Completa los valores de la tabla de datos con nuevos valores de la media aritmética, mediana
infervalos. y moda.

Int | £ £ 29. Considera la distribucién de datos agrupados

ntervalos % i X en intervalos que aparece en la tabla y calcu-
[110-120[ | 115 5 la la moda, la mediana, la media aritmética, el
[120 - 130] 125 7 recorrido, la desviacién media, la varianza y la
[130 - 140] 15 desviacion tipica.
[140 - 150[ 3 Infervalo | [0,1) | [1,2) | [2,3) | [34) | [4,)5)
[140 - 150[ 21 (n) 2 4 7 5 8

B Tabla 33. 30. Confecciona las fablas adecuadas y defermi-

na la moda, la mediana, la media aritmética,
el recorrido, la desviacién media, la varianza y
la desviacién tipica de la siguiente distribucién

25. Considerando la tabla de valores del ejercicio
anterior, determina:

a. El nimero de datfos en la muestra. de datos.
b. La media aritmética. Intervalo
c. Los valores de la columna de frecuencia abso- de clase [13) | 35) | [57) | [7.9) | [91D)
luta acumulada. (n) 52 35 41 22 36
26. Se realiza una campana de vacunacion, las per- W Tabla 35.
sonas beneficiadas en las jornadas de frabajo 31. En base a la siguiente tabla calcula la media,
segun los datos son: mediana y moda:
32 44 42 3654 32 62 78 46 77 X, n : X,
63 77 90 2613 25 57 68 78 47 [01) | 05 2 2 1
36 54 32 62 78 63 77 90 25 43 12) | 15 | 4 6 6
32 29 27 24 27 24 36 90 26 13 [2,3) 25 7 13 17,5
= [3,4) 3,5 5 18 17,5
o 6377 90 25 90 2613 25 33 36
3 . [4,5) 4,5 8 26 36
: Elabora una tabla de frecuencps para dgTos [5,6) 55 - 33 38,5
e agrupados, calcula el rango, el numero de inter-
fé valos que considere adecuados, la media arit- [6,7) | 65 9 42 58,5
; mética, la mediana y la moda. [7,8) 7,5 5 47 27,5
& 47 2121,5
| Tabla 36.




D Experimentos aleatorios

32 Justifica si los siguientes experimentos son aleato-
ros o No:

Q. Extraer una bola de una urna con el mismo
nUmero de bolas rojas que blancas.

b. Extraer una bola de una urna donde Unica-
mente hay bolas blancas.

c. Determinar el tiempo de caida de un cuerpo
desde 1 m de altura y con masa conocida.

33.Una urna contiene 3 bolas verdes, 1 amarillay 2
blancas. Describe el espacio muestral si:

a. Extraemos dos bolas con reemplazamiento.
b. Extraemos dos bolas sin reemplazamiento.

34.En las semifinales del Mundial de Fatbol, se en-
frentan 4 equipos: Espana, Italia, Brasil y Argenti-
na. Describe el espacio muestral de los partidos
que se podrian jugar.

B Sucesos

35. Sacamos una bola de una bolsa que contiene 1
bola roja, 1 blanca y 1 negra, y a continuacion
lanzamos un dado. Describe el espacio muestral
y los siguientes sucesos:

a. Obtener una bola roja y un ndmero impar.

b. Obtener una bola que no sea blanca y un mal-
fiplo de 3.

c. Sacar un 2 en el dado y una bola negra.

d. Sacar una bola gue no sea blanca y un nime-
ro que no sea impar.

36.5ea O ={ab,cde, f, gh,i, j} el espacio muestral
de un experimento, consideramos |os siguientes
SuCesos:

A={aef,gij} C={ace, g}

B ={ae, i} D={b,cde f}
Determina:

a.ANB e.D-(BNC)
b.ANB d.cuD
c.Bu(CnD) f.(AUB)—(CND)

B rrobabilidad

37.Tenemos una urna con 3 bolas verdes, 1 azul, 2
blancas y 4 rojas. Exiraemos una bola. Calcula la
probabilidad de que la bola extraida:

a.Seaverde. b.Seablanca. c¢. No sea roja.

38.Al lanzar dos dados, se suman los resultados. Des-
cribe el espacio muestral. ¢Son todos los resulfa-
dos igual de probables? Halla sus probabilidades.

39.Calcula la probabilidad de que, al lanzar dos do-
dos, la suma de los resulfados sea:

a. Mdltiplo de 3. b. Divisible por 4.

1

40.Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = 3

P(B) = % yP(ANB) = % , calcula:
a.P(AUB) b. P(A) c. P(ANB) d. P(ANB)

41.En las pruebas para obtener el carné de condu-
cir, la probabilidad de superar la parte tedrica es
0,45; la practica, 0,4; y ambas, 0,3. ¢ Cudl es la pro-
babilidad de superar alguna prueba?

42.Para comprar un antivirus, una empresa de video-
juegos hace un estudio en 600 ordenadores du-
rante un mes:

Ordenadores Ordenadores
con Virus sin virus
Con fallos de
software 17 40
Sin fallos 23 520
M Tabla 37.

¢Cudl serd la probabilidad de que se produzcan
fallos en el soffware? Y de que se infecte con al-
gun virus?

43.Irene y Maria han quedado esta tarde. La pro-
babilidad de gque Irene llegue tarde es 0,34. La
probabilidad de que llegue tarde Maria es 0,2. La
probabilidad de que lleguen las dos tarde es 0,1.
Calcula:

a. La probabilidad de que alguna llegue tarde.
b. La probabilidad de que ninguna llegue tarde.

44 anzamos un dado en el que la probabilidad de
que salga impar es el doble de gque salga par.
¢Cudl es la probabilidadde que no salga divisor
de 6?




. 1% Para finalizar

0 Para las siguientes afirmaciones, escribe V a. 10 c. 2
si es verdadero o F inicial de falso segun b. 11 d.7
corresponda:

@Se realiza un estudio para analizar el tiem-
a. La poblacién, en estadistica, es un sub- po de esperq, en framitar  documentos,

conjunto de la muestra. los resulfados obtenidos en minutos para
50 personas que acudieron en un dia de

b. El género musical preferido es una varia- o
atencion, fueron:

ble cualitativa.

c. El valor total de todas las frecuencias re- 12 23 22 19 34 33 32 45 33 20
lativas es 100. 18 21 26 27 46 34 37 38 42 43
d. Cuando el nimero de datos es impar, la 12 23 50 19 34 33 50 48 33 20

mediana se ubica en el valor central de
los datos estadisticos. 18 21 47 27 31 34 37 38 42 43

e. El valor de la mediana en: 6,5,7,8, 8, 9, 35 32 45 2752 34 37 36 23 22

9 es 8. , o
@ Considerando los datos indicados, el valor

f. Lamodaen:8,6,7,5,4,3,4,5,6,7,4,5, del rango y el nimero de intervalos es:
6,7,6,6,8es6Yy 8.

g. La mediana se identifica porque presen-
ta la mayor frecuencia absoluta.

a. Rango = 40,8 intervalos de diez unidades.
b. Rango = 30,6 intervalos de cinco unidades.

¢. Rango = 50,5 infervalos de diez unidades.

@Conaderondo los siguientes datos: 8, 7, 4,
53,6, 785,64 3,2, 85, 4, los valores d. Rango = 40,8 intervalos de cinco unidades.
de la media aritmética, la mediana y la

moda son correspondientemente: O Sea la siguiente tabla de frecuencias para

datos agrupados correspondientes al reco-
a45 3 517 rrido en kildmetros de un vehiculo:

b. 8 6 517 Intervalos Xi fi xi-fi Fai

c. 517 45 3,0 [10 - 35] 22,5 2 45 2

d. 517 3,0 4,5 [35-60] 47,5 5 237,5 7

[60 - 85[ 72,5 7 | 5075 14

O Sean los valores: 9, 6, 3, 8, 4, 5. El valor que [85 - 110[ 975 12 | 1170 26

se deba aumentar a los dafos para que la [110-135[ | 1225 | 9 |11025| 35
media aritmética sea 6, es: 35 | 30625

” m Tabla 38. :
AUTCEVALUACICN  ZE T PR OO PR P UL LI PP

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

* Trabajo personal * Trabajo en equipo

¢Cémo ha sido mi actitud ¢He cumplido ¢{Qué aprendi en esta ¢He C?mDOVTidO Con.miS ¢He respetado las opiniones
frente al frabagjo? mis fareas? unidad? companeros y companeras? de los demds?

« Escribe la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor sugerencias para

mejorar y escribelas.



Estadistica y probabilidad
| ECETEN

Redes bayesianas

En el ano 2011, investigadores de la Universidad de Granada determinaron hasta 18 variables que pue-
den intervenir en un accidente mortal de trafico, y solo con 7 de ellas ya es posible construir modelos

probabilisticos basados en las redes bayesianas.

Entra en la red y accede a http://links.edebe.com/myeyaq, donde podrds encontrar mds informa-
ciéon al respecto. ¢Cudles son estas 7 variables fundamentales? ¢En qué teorema probabilistico se

basan?

Busca informacién sobre otros dmbitos (cientificos, técnicos, sociales...) en los que se pueden rea-
lizar modelos probabilisticos basados en las redes bayesianas. ¢Qué utilidad pueden tener dichos

modelos?

¢LA INTUICION ENTIENDE DE PROBABILIDADES?

e En una administracién de loteria, a una perso-
na le dan a escoger entre el nUmero 00 005 y
el 48 679. ;Qué nUmero crees que escogerd?
¢Cudl es el razonamiento para elegir un nUmero
u otro? ¢Es un razonamiento matemdatico?

e Si a esta misma persona le dicen que en el Ul-
timo sorteo el primer premio fue para el ndme-
ro 48 679, ;qué ndmero crees que escogera?

¢, Cudl serd su razonamiento?
¢Es un razonamiento matemdatico?

En una clase de 30 estudiantes, estdn discutien-
do la probabilidad de que, como minimo, dos de
ellos hayan nacido el mismo dia. (A qué conclu-
sidn crees que llegardn? ¢Cudl es su razonamien-
10? ¢Es un razonamiento matemdtico?

El nacimiento de la estadistica
aplicada

Esta frase es del matemdtico y pensador britd-
nico Karl Pearson (1857-1936) que, entre ofros
aspectos, establecié las bases de la estadistica
matemdtica del siglo XX, llegando a definir los
conceptos de desviacidn tipica, correlacién y
andlisis de la regresion.

Entra en Internet y averigua qué relacién guarda-
ba Pearson con otro cientifico britdnico y primo
de Charles Darwin, Francis Galton (1822-1911), en
cuanto al concepto de correlacién que ambos
frabajaron.

Se sabe que el valor del coeficiente de correla-

cién de Pearson esta comprendido entre -1y 1,
y que existe una escala graduada que interpre-
ta diferentes intervalos de valores de este coefi-
ciente. Busca en Internet informacién sobre esta
escala y qué significado otorga a cada grupo
de valores.

Ingeniero estadistico

Si yo fuera ingeniero estadistico, mediante téc-
nicas estadisticas y la complementacidén de
herramientas computacionales, analizaria los
datos del censo poblacional, determinando las
medidas estadisticas de las variables considera-
das en el censo, para luego entregar resultados
Ccomo:;

* ocho de cada diez personas tiene casa propia.

* cuatro de cada diez familias disponen del servi-
cio de Infernet.

e Cada familia ecuatoriana tiene en promedio 2
hijos.

https://goo.gl/Pze9tO




LA ESTADISTICA DESCRIPTIVA EN CIFRAS DE RENDIMIENTO Y LAS
PROBABILIDADES

http://goo.gl/RUquUIQ

La estadistica descriptiva utiliza procesos tales como la recoleccion, el ordenamiento, el
andlisis y la representacién de un conjunto de datos con el propdsito de describir algunas
caracteristicas.

La estadistica, al igual que otras ciencias, ha tenido un proceso evolutivo, desde la anti-
gledad, mediante censos y registro de personas (empadronamiento).

Las técnicas estadisticas hallan plena aplicaciéon en el campo educativo a través del
andlisis de rendimiento educativo, estudiando variables cuantitativas como: las califica-
ciones parciales obtenidas durante los dos periodos de evaluaciéon (quimestres), sus co-
rrespondientes frecuencias relativas y absolutas, etc., con la finalidad de tomar decisiones
para alcanzar los objetivos educativos.

L]
.

Formen grupos de cuatro estudiantes que vivan en sectores comunes, de preferencia.
Cada grupo de trabajo realizard las siguientes actividades:

Realicen una encuesta en la cual se pueda investigar las siguientes variables: género, las
notas obtenidas en el primer y segundo quimestre de la asignatura de Matemdticas.

Apliquen la encuesta en los diferentes paralelos a todos los estudiantes.



Luego de realizar la encuesta, elaboren una tabla de frecuencias para cada paralelo en las
variables género y notas obtenidas.

Investiguen en Internet sobre los graficos estadisticos de diagramas de barras y diagramas
circulares.

Realicen un diagrama de barras para el género y las notas obtenidas de cada paralelo, es
decir si hay cuatro paralelos se deben presentar ocho diagramas.

Elaboren diapositivas con el titulo: Aplicaciones de la estadistica, y esquematicen una pre-
sentacién de los resultados obtenidos.

_____________________ -

En la encuesta, las opciones para la variable «género» son femenino y masculino.
Realiza una tabla de frecuencias para datos no agrupados en la variable género.

Las notas obtenidas de igual manera se organizan en tablas y se realiza una fabla de
frecuencias con datos agrupados.

Responde |as siguientes preguntas:

a. Eltipo de variables que se investiga.

b. Determina las medidas de tendencia central, media aritmética, mediana, moda, varian-
za, desviacion tipica, desviacion estdndar para cada paralelo, tanto en la fabla de datfos
agrupados y No agrupados.

c. Responde ;/Qué paralelo obtuvo el mayor valor de la media aritmética?

d. Responde ;Cudntos estudiantes de cada paralelo tiene una nota mayor o igual a siete
puntos?

o

Responde ;Qué porcentaje representa este aspecto en cada paralelo?

—h

Responde ;Cudntos estudiantes de cada paralelo tiene una nota menor a siete puntos?

. Responde ;Qué porcentaje representa este aspecto en cada paralelo?

> Q

Responde ;Cudntos estudiantes tienen una nota mayor o igual a nueve de cada paralelo?

Relacionando la informacién de los literales h 'y b ¢Cudl es la probabilidad de que un
estudiante obtenga notas satisfactorias?

j. Deigual manera determinen la probabilidad para que un estudiante obtenga notas buenas

Sugerencia: Considerar las notas mayores que siete como nota buena

cion

k. Propongan cuaifro recomendaciones para que este fendmeno educativo optimice sus
cifras.
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O Para las siguientes afirmaciones, escribe O La ecuacion de la recta paralela a la recta

V si es verdadero o F si es falso segun 4x +y=-5,que pase por el punto (- 3,-4),
corresponda: es:
a. La muestra en estadistica es un subcon- a4x+y=-4
junto de la poblacién. b.4x+y=-16
b. El género musical preferido es una varia- c.4x-y=-16
ble cualitativa.
d.4x-y-16=0
c. El valor fotal de todas las frecuencias re-
lativas es 100. @ La ecuaciéon de la recta perpendicular a
d. La ecuacién de la elipse con eje mayor la recta 2y = 4 x - 3, que pasa por el punto
. 2 2 (-1,-2) es:
enel ejexes = + L =1
b* "~ a a.x-2y-5=0
e. El valor de la mediana en: 6,5,7, 8,8, 9, b. 2x-y-5=0
9es8.
f Lamodaen:8,6,7,5 43,456,745  CXTT5=0
6,7,6,6,8es6y8. d2x+y+5=0

g. Segun la ecuacién x*+ y* = 16 el valor

. @ Se realiza un estudio para analizar el nime-
del radio es 4.

ro de pacientes que fueron atendidos en
h. El productfo escalar es conmutativo una casa de salud; los resultados obtenidos

i. El producto i.i = 1. fueron:

12 25 29 32 45 33 2018 46 34 37 38 35
@ Considerando los siguientes datos : 8, 7, 6, 43 12 23 50 19 34 33 50 48 33 11 18
58,6,7,85,6,4,3,4,8,5 los valores de 21 47 27 31 34 37 38 42 43 35 32 45

la media aritmética, la mediana y la moda 27 52 34 373623 42

son correspondientemente: _ » )
Con la informacion, determina el rango, el

q 5X73 l\/ée l\élo nUmero de intervalos adecuados y calcula
Y la media aritmética.

b.753 4 5

c.357 5 4 Q Segun la ecuacién general:

d.573 8 6 X+ y?- 6x - 10y + 25 =0
5 @ Sila mediana entre cinco nimeros es 13, de- La ecuacion candnica, las coordenadas
g termina la media aritmética de los ndmeros. de la circunferencia asi como el valor del
§ a 11 radio son:
g b. 12 a. xX*+y*-6x+10y+25=0;C(-3,5);r=3
5 c 13 b. x* +y*- 6x+10y-25=0;C(3,-5);r=16

d. 9



@ Sea la ecuacion 0 En determinada clase, 12 estudiantes escri-
x =4+ 3p ben en un papel las notas del primer, los
resultados fueron

y=1-p
o 3, 25: 8,34; 6,00; 8,17; 2.35: 4,57; 6,12 7.78;
Determina: 8.91: 6,63; 4,67 8,12

a. Losvaloresde x;y,,ayb.
v Y dy La probabilidad de que, al extraer un solo

b. El valor de la pendiente papel, la nota extraida sea mayor que 5 y
c. El'valor de la interseccion menor que 8 es:
1
d. La ecuacion explicita a. 3
b 1
Q Considera la grdfica con los vectores, 4
C. 4
y
g 1
2

@ Dados los vectores:

A=-i+6jyB=-8i-2]
Determina la magnitud de los vectores y la
distancia que hay entre ellos.

Q Sea la siguiente tabla de frecuencias para

datos agrupados correspondientes a |as

Determina: calificaciones de un examen psicologico
sobre 100 puntos.

® Fig. 6.

a. El médulo o norma de cada vector

b. El producto A - B Infervalos | % | & | xh | B
[10-30[ 20 4 80 4
C. Elproducto B - D [30-50[ | 40 | 6 | 240 | 10
d. Eldngulo enfre Ay D [50 - 70[ 60 9 540 19
[70 -90[ 80 15 1200 | 34
O Dados los valores: 9, 6, 3, 8, 4, 5; el valor que [90-110[ | 100 8 800 42
se deba aumentar a los datos para que la 42 1060
media aritmética sea 6 es:
M Tabla 39.
a. 10 . . o
Determina Ios valores de la media aritme-
b. 11 ticay la moda segun la fabla de frecuen-
c. 2 cias para datos agrupados.
d. 7
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OPERACIONES CON FUNCIONES

Adicién
La funcién suma de fy g es la funcidn que

asigna a cada ndmero real x la suma de las
imdagenes por la funcién fy por la funcién g

frgx=>(f+g) ()= +8X

Multiplicacion
La funcidn producto de f y g es la funcion
que asigna a cada numero real x el produc-
fo de las imagenes por la funciéon fy por la
funcion g:

frgx=>(8®=f-gx)

GRAFICA DE LA FUNCION SENO

Sustraccién

La funcién diferencia de f y g es la funcién
que asigna a cada ndmero real x la diferen-
cia de las imagenes por la funciéon fy por la
funcién g

f-8x->(f-8®=f®-8X
Division
La funcidn cociente de f y g es la funcidn
que asigna a cada numero real x el cocien-
te de las imagenes por la funcion fy por la
funcion g:
f vl

X

g g

f®
g (x

() = 18 (x) %0
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GRAFICA DE LA FUNCION COSENO

y = cos (x)
Mdximo
relativo

Mdaximo

relativo 2m, 1

3m 0 o
1550

Tt

relativo

GRAFICA DE LA FUNCION TANGENTE

31 2T

2

= A
y = tan(x) y
5
4
3
2
1 X
< >
2 3n /- T T /m 3m [2m
2 2 | 2 2
-3
-4
-5
v
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CUADRO COMPARATIVO ENTRE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

(x)100 =K x4
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